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[. Pythagoreïsche getallen. 

Om de vergelijking: «x?° +y? =z? 
in geheele waarden van x,y en z op te lossen, handele 
men als volgt: 


n= —y? 
Stel: 5 Ey ee ze „ (m en ” zijn geheel), dus: 
fi 2 Y 
zt y= ze 4D 
2 y= ke 
m* Fn? A 
An 
2mn 
Ke m? ed n° 
9 2mn 
Stel « = 2mn, dan wordt: 
zemen? en y=m?—n? 


en kan men mm en „ willekeurige geheele waarden toe- 
kennen, waardoor men geheele waarden voor x,y en z 
verkrijgt. Door substitutie ontstaat de welbekende identiteit: 
_(@mn)? + (m? — n?)? = (1m? H n°)2, 
IL. Onbepaalde vergelijking. 
Een mijner leerlingen gaf eens de volgende UE 
6x — 10y = 22 
Ene ee 


waaruit volgt: 
y= 6p—1)0 Perl 0d. 
5 a=l10p 20 Md ARE OEE 
iA= Dral Loe Tik ZOE) Pes 
De goede oplossing van 6x—10y = 22 of van 3x—5y = ll is: 
y= 3p—l)0 hie ON Ane aas 
a=bp 2,0 IE APN VEE 
Hi OIO Tee ee 
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Men vindt nu het dubbele aantal waarden. Het niet ver- 
eenvoudigen vóór of gedurende de oplossing is hier een fout. 

Het zou aanbeveling verdienen, indien een dergelijke 
toepassing door de leerboeken werd overgenomen, juist 
omdat de oplossing der onbepaalde vergelijkingen meestal 
machinaal geschiedt. 


II. Meetkandige reeks. (Fig. 1.) 
Zijn de eerste termen a en ar eener atdalende meetkun: 
dige reeks gegeven als lengten van lijnen, dan kan men 


À rH P F 
Fig. 1. 
een willekeurig aantal volgende termen door constructie 
vinden. 

Beschrijf op AB =a den driehoek ABD en op BC =ar 
den driehoek BCE — A ABD. De lijn DE snijdt AB in F, 
Om den derden term te vinden, wordt CG // AB en GH // DB 
getrokken ; dan is: 

CH: BC=EG : DE ==BC : AB ar za, 
dus: CH =ar? ete: 

Nadert het aantal termen tot oneindig, dan nadert de som 
blijkbaar tot AF en deze som is als volgt te vinden: 

AF:BF =AD:BE=a: ar 
So :(Sao—a)=l:r 
a:(1l—r) =S: 1 
a 
En 

Zij AM de som van »n termen der reeks, dan is 
MP ==ar®. Nuis: 

AF:ME =AD:MN =a:ar? 


vd 
) 


1” 
1—-r 

Men zou S, ook uit de figuur door berekening kunnen 
vinden, zonder vooraf So te bepalen. De berekening is 
dan iets omslachtiger. 


À. _—_—_— 


IV. Constructie van de middenevenredige (Fig. 2 en 3.) 

De bekende constructies van de middenevenredige met 
behulp van een halven cirkel zijn te beschouwen als bijzon- 
dere gevallen van de volgende meer algemeene constructies. 


Fig. 2. Fig. 3. 


Wanneer men in fig. 2 de middenevenredige tusschen AC 
en BC in den gegeven cirkel M moet construeeren, dan 
verbindt men C met M en trekt door C de lijn DE | MC, 
dan is DC =CE de middenevenredige, zooals direct uit de 
machtstelling volgt. 

Moet men in fig. 3 de middenevenredige tusschen AC en 
AB in den gegeven cirkel M construeeren, dan verbindt 
men A met M en trekt door C de lijn DE | MA en ver- 
bindt A met D of HE, dan is AD of AK de middenevenredige, 
zooals direct uit gelijkvormigheid blijkt. 

Ik vermeld deze constructies, omdat het me wel eens is 
opgevallen, dat een leerling eerst weer den halven cirkel 
op AB wil beschrijven om de middenevenredige te vinden. 


V, Samengestelde interest. 

Hoe groot is een kapitaal van k gld, geworden nan jaren, 
wanneer ieder jaar postnumerando een bedrag van a gld. 
bij het kapitaal wordt gevoegd of van het kapitaal wordt 
afgenomen ? 

Stel het procent voor door p,‚ dan is a gld. te beschouwen 


als de interest van een fictief kapitaal van ne gld. Het 


totale kapitaal is dus (z J- ee gld, hetwelk na » jaren 


is aangegroeid tot: 


(x + on 


welk bedrag nog met het fictieve kapitaal 5 moet wor- 


den verminderd of vermeerderd, zoodat het eindbedrag is: 


100a p \n—_ 100a 
ren en 
Geschiedt de toevoeging of afname ieder jaar Pe 


rando, dan bedraagt het fictieve kapitaal ee (a + 16 Do) 
eld. ; immers er moet direct a gld. ar Mie, wor- 
den, terwijl de rest 1 jaar later weer a gld. rente moet 
opbrengen. In dit geval wordt oe eindbedrag : 


kt + (1 ad: (1 + 7 oe e(t + 3700): 


Een ander voorbeeld is: 
Hoe groot is de contante waarde eener lijfrente, groot 


a gld, die gedurende „ jaren postnumerando uitgekeerd 
moet worden ? 


Leent de belanghebbende een kapitaal van er gld, 


dan zou hij zichzelf ieder jaar deze lijfrente kunnen ver- 

schaffen. Dit kapitaal zou echter na verloop van „ jaren 

gerestitueerd moeten worden. Wil men het nu restitueeren, 
100 

dan zou men nu Ee : (1 zie da) gld, moeten betalen. 


De contante waarde van de lijfrente bedraagt aldus: 
100a _100a pr Nn BUGLE B l 4 
boet BP Oder (+2 ‚) 


In de mij bekende algebra-leerboeken wordt deze methode 
niet aangegeven. 


VL. Stellingen van Ptolemaëus en Stewart. (Fig. 4.) 
De laatstgenoemde eigenschap is eenvoudig uit de eerste 
af te leiden. Verleng CD =w, totdat ze den omgeschreven 
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cirkel van A ABC in E snijdt en verbind E met A en B. 
Volgens de stelling van Ptolemaëus is in vierhoek ACBE: 
| (Jr) c—= am J- bn 
afs: ee + ere = vam + vbn. 
Volgens de machtstelling is xr = pg, terwijl onmiddellijk 
uit gelijkvormigheid blijkt: 
em=ap en an=bg, 
zoodat de gevonden betrekking overgaat in: 
Be 4 pge =a?p + b?g. Q.E.D. 


VIL. Afhankelijkheid van evenwichtsvoorwaarden. (Fig. 5.) 
Niettegenstaande dat er voor ieder onderdeel van een in 
evenwicht verkeerend statisch bepaald stelsel hoogstens 


N we 


Fig. 4. Fig. 5. 


drie onafhankelijke evenwichtsvoorwaarden opgesteld kun- 
nen worden, hetgeen uit de reductie van een stelsel krachten 
volgt, zijn er steeds leerlingen, die meer evenwichtsvoor- 
waarden willen opstellen, wanneer er meer dan drie onbe- 
kenden zijn, in plaats van te bedenken, dat deze onbekenden 
ook gedeeltelijk uitde. evenwichtsvoorwaarden voor de 
andere onderdeelen van het stelsel gevonden kunnen wor- 
den. Het lijkt me daarom goed aan te toonen, dat derge- 
lijke nieuwe voorwaarden van de eerst opgestelde, afhan- 
kelijk zijn. 

Beschouwen we daartoe het geval van evenwicht van 
drie krachten, die door één punt gaan. Kies dit punt als 
oorsprong van een assenstelsel, en neem de X-as langs 


je) 


de kracht k,. Zooals bekend is, zijn er slechts twee onder- 
ling onafhankelijke evenwichtsvoorwaarden, b.v. : 
5 He) en y= 0. 
Deze beide geven de betrekkingen : 
k,-kg COSa H kes COSY =O od naer 
k,sina + k;sin(a4-2)=0 . …… . … (ID) 
Uit (II) volgt: 
k, sina —=—k; sin (a + 6)= Jk; sin y 


| kenne 
of: nr Se . (III) 
Hieruit volgt weer: k,= zh. 
sin « 
en dit gesubstitueerd in (LI) geeft: 
p sin yCOSa de 
k, + ks de + kg cosy =0 
of na herleiding: 
k, sina Jk; sin (a + y) =0, 
of: k, sina =—=— ks; sin (a + y) = +k; sin 6, 
£: k, _ Ks 
ee sing sina’ 
en dit in verband met (III) geeft: 
kn VE NN 
sinB Zsìny.= gina (LV) 


het zoogenaamde „theorema van drie krachten”’, d. w. z. twee 
betrekkingen, die van Za=0 en 2y=0 afhankelijk zijn. 
Om weer een andere betrekking te vinden, wordt de 
momentenstelling toegepast ten opzichte van een punt A, 
bepaald door de polaire coördinaten OA en. Men verkrijgt : 


—k, X OAsinwp +k, X OA sin (a —p) + 
+k; X OA sin (180° —a — B 0) =0 


— k, sin +k, sin (a—p) + k3 sin (a4-B—p) =0. . (V) 
Deze vergelijking is ook weer afhankelijk van (I) en (II), 


zooals blijkt, wanneer (II) X cosv wordt verminderd met 
met (I)Xsinw. Er komt: 


k, sina cosv +k; sin (« + 8) cos —=0 
k,sinp +k, cosasinv +k; Cos (est) SIN mn EA 
— k, sinp +k, sin (a — 0) + ks; sin (a+ —0) =0 


of: 


5, 


VIII. Evenwicht op een hellend vlak. 

Op een hellend vlak (hellingshoek «) ligt een stoffelijk 
punt (gewicht G), waarop een kracht K van gegeven rich- 
ting werkt. Hoe groot zijn de grenswaarden K, en K,, 
(overweldigingskracht en weerstandbiedende kracht) dezer 
kracht, waarvoor het stoffelijk punt op het punt is zich 
langs de helling naar boven of naar beneden te bewegen ? 
(Fig. 6.) 

We voeren de totale weerstand T, of T,, in, die lenks 
of- rechts van de normaal afwijkend, met deze normaal de 
wrijvingshoek p maakt. - 

Wanneer er evenwicht is, moet K de resultante voor- 


Fig. 6 


stellen van twee krachten G’ en T’ gelijk en tegengesteld 
aan G en T. Aangezien K en T in richting en G in grootte 
ên richting gegeven zijn, kan men door parallelogram- 
constructie direct de waarden K, en K,, (en ook Ten T) 
vinden (fig. 6). 

Deze opvatting geeft aanleiding tot de volgende con- 
structie, die ons onmiddellijk de grootte van K, en K,, bij 
zekere gegeven richting doet kennen. 

Trek in een willekeurig punt A van het hellend vlak 
(fig. 7) de normaal AN, benevens de lijnen AO en AW, die 
met AN de wrijvingshoek p maken. 

Verleng de gegeven vector SG met een stuk SG’ == SG. 

Trek door G’ de lijnen G’O’ en GW’, respectievelijk 
evenwijdig aan AO en AW. Trek door S een willekeurige 
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lijn (makende met het hellend vlak een hoek 4), die de 
richting van K aangeeft, dan worden van deze lijn door 
G’O’ en G'W’ twee stukken afgeneden, die respectievelijk 
de grootte van K, en K,, voorstellen. 

Is « veranderlijk en is «>p, dan liggen G’W’ en G’O’ 
aan dezelfde zijde van de vertikaal en hebben K, en K,, 
dezelfde richting (fig. 5). 

Is «=p, dan valt AW en dus ook G’W’ langs de verti- 
kaal en is K‚„=—=0. 

Is « {o, dan liggen G’W’ en G’O’ aan verschillende zijden 
van de verticaal en hebben K, en K,, tegengestelde rich- 
ting (fig. 7). 


Fig. 7. 


Is 2 veranderlijk, dan ziet men onmiddellijk, dat de 
minimum-waarde van K, wordt verkregen door uit S’ een 
loodlijn op G’O’ neer te laten. In dit geval is dan: / £— 
ZNAO=/v, omdat de beenen loodrecht op elkaar staan 
en ziet men direct uit de figuur: K‚==G sin (« + @). 

Zooals bekend, volgt een en ander ook uit de berekenings- 


resultaten : ' 
Rek 18 (a 4-0) ue sin a — p) 
Ke Dann (Bo) CE K„=G cos (B 4 eo) 


Opmerking. Het denkbeeld dezer constructie is ontleend 
aan een opstel van Burrs in het tijdschrift „Engineering” 
van 14 April 1899. Vergelijk daartoe Föppl. Lehrbuch der 
Technischen Mechanik, deel 1, $ 36. 
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IX. Zwaartepunt van een viervlak. 

Zij ABCD een viervlak en EFHK een doorsnede, even- 
wijdig aan de overstaande ribben AD en BC, welke door- 
snede den afstand dezer ribben middendoordeelt. De 
afgeknotte driezijdige prisma’s, waarin deze doorsnede het 
viervlak verdeelt, hebben — als prismatoïden beschouwd — 
gelijk grondvlak (EFHK), gelijke bovenvlakken (nul) en 
gelijke hoogten. Brengt men nu aan weerszijden van EFHK 
op gelijke afstanden twee parallel-doorsneden MNOP en 
QRST aan, dan zijn deze even groot. 


Fig. 8. 


Stel, om dit te bewijzen, AD =a, BC=b, DB ==! en 
„KP=KT =p en de hoek, waaronder de ribbe AD de 
miobe BC kruist, gelijk «. Dan is: 

MNOP OE PNGSIN 2 == 
sld p are. JN 

l 4 

en: Wel ted IM AIR: 


ak ZA in 2 
EE XIX den Di Seine El ab sin «. 


41? 

Derhalve MNOP=QRST. Dus zijn in bovengenoemde 
prismatoïden de middendoorsneden (p=+t!) gelijk en 
hebben deze dus gelijke inhouden. Maar bovendien, wanneer 
men beide lichamen door oneindig veel platte vlakken — 
evenwijdig aan EFHK — verdeeld denkt in oneindig dunne 


8 1? / 
SA SIN «== ab sin «. 


ij 


Sd 
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schijven, die naderen tot stoffelijke parallelogrammen, dan 
zijn de momenten dezer schijven ten opzichte van het vlak 
EFHK twee aan twee gelijk, doch tegengesteld van teeken. 
Aldus zal het zwaartepunt van het viervlak in de door- 
snede EFHK moeten liggen. 

Om dezelfde reden zal het zwaartepunt moeten liggen 
in de doorsnede EGHL//BD en CA en in de doorsnede 
GEFLK//CD en AB Deze drie vlakken hebben drie snij- 
lijnen, (de lijnen, die de middens der overstaande ribben 
verbinden), welke door één punt gaan en elkaar in dit 
punt middendoordeelen. Dit punt Z stelt dus het zwaarte- 
punt van het viervlak voor. De hoogte van Z boven ABC 
is de helft van de hoogte van L boven ABC, want ZG = 
JLG en dus het vierde deel van de hoogte van D boven 
ABC, want LA =4DA, 

Aldus ligt Z van elk zijvlak verwijderd op een afstand 
gelijk aan het vierde deel van de hoogtelijn op dit zijvlak. 


Opmerkingen. 1. Dezelfde figuur kan dienst doen om 
langs anderen weg het zwaartepunt te vinden. Klaar- 
blijkelijk zijn de vlakken EFHK, EGHL en GELK vlakken 
van scheeve symmetrie van het achtvlak LEFHKG. Hun 
snijpunt Z is dus zwaartepunt van dit achtvlak. Nu is het 
viervlak te verdeelen in vijf deelen, nl. genoemd achtvlak 
en vier congruente viervlakken, elk gelijkvormig met 
het gegeven viervlak. Stelt men den afstand van het 
zwaartepunt van ABCD tot ABC gelijk x, dan zijn de af- 
standen van de zwaartepunten dezer congruente vier- 
vlakken tot de met ABC gelijkstandige zijvlakken 5x, 
want zwaartepunten van gelijkvormige figuren zijn gelijk- 
standige punten. Stelt men verder den inhoud van ABCD 
gelijk I en den afstand van D tot ABC gelijk h, dan is de 
inhoud van elk der congruente viervlakken 41 en van 
het achtvlak 41. Past men ten slotte de momentenstelling 
toe ten opzichte van ABC, dan komt er: 

SXAIXFaedtIX(hrtth)HiIXih=IXa, 
waaruit men vindt: # =+h. 

2. Eveneens kan de figuur dienst doen om af te leiden 


de bekende inhoudsformule van een viervlak, die anders 
wordt gevonden door het viervlak te beschouwen als 
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prismatoïde met twee kruisende ribben als grond- en boven- 
vlak. 

Zooals is opgemerkt, is het achtvlak LEFHKG de helft 
van ABCD. Stelt men den afstand der kruisende ribben 
AD en BC gelijk p, dan is de hoogte van elk der vier- 
zijdige pyramiden LEFHK en GEFHK klaarblijkelijk gelijk 
$p en is de inhoud van het achtvlak gelijk aan 4p X EFHK. 
De inhoud van het viervlak bedraagt dus: 

2pXEFHK of: (04044 X EFHK), 
‘zooals men anders vindt door toepassing van de prismatoïde- 
formule. | 


X. Eenige meetkundige beschouwingen. 

(Stelling van PASCAL, rechte van WALLACE, negenpunts- 
cirkel.) 

Om een driehoek ABC is een cirkel beschreven. Een 
willekeurig punt S wordt met de hoekpunten verbonden, 
welke lijnen den cirkel in A,‚, B, en C, ontmoeten. Een 
willekeurig punt P van den omgeschreven cirkel wordt 
verbonden met C,, A, en B,, deze verbindingslijnen snijden 


de zijden AB, BC en CA resp. in de punten C,, A, en B, 
welke met S op één rechte liggen. 

Bewijs. Vanden ingeschreven zeshoek BACC, PB, B (fig. 9) 
liggen de snijpunten C,, B, en S van de overstaande zijden 
op één rechte. Dit geldt eveneens voor de snijpunten Cs, 
A, en S van de overstaande zijden van den zeshoek 
ABCC,PA,A. Dus zijn A,, B,, C, en S collineair, 
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Omgekeerd: Trekt men door S een willekeurige trans- 
versaal en verbindt men de snijpunten A‚, B, en C, van 
deze transversaal en de zijden met de punten A‚, B, en 
C,‚, dan zullen deze lijnen elkaar in één punt ontmoeten, 
welk punt op den omgeschreven cirkel van A ABC ge- 
legen is. 

Bewijs. Trek A,A,, dien den omgeschreven cirkel in 
P snijdt en verbind P met B, en C,. Stel dat PB, de zijde 
AC in B,’ snijdt, dan zijn volgens het voorafgaande S, A, 
en B,’ collineair, maar aangezien S, A, en B, ook collineair 
zijn, moet B,’ met B, samenvallen, etc. 


Fig. 10. Fig. 41. 


(Zie opgave VII, 121, bldz. 99, Register wiskundige op- 
gaven van het wisk. genootschap, Amsterdam 1911.) 

Evenals de stelling-van PASCAL geldt ook deze eigen- 
schap voor een willekeurige kegelsnede. 

Beschouwen we nu het bijzondere geval, dat S het hoogte- 
punt van A ABC voorstelt (in fig. 10 door H aangegeven). 
Construeer de bovengenoemde collineatie-as voor een wille- 
keurig punt P. Trek door P een loodlijn op AC, die AC in 
B, en de zooeven genoemde as in E snijdt. 

Volgens een bekende eigenschap is HD == DB, (zie 
o.a. CASEY,‚, A sequel to Eueclid, book III, prop. 13), waaruit 
eenvoudig volgt: PB, =B;E=4PE. Eveneens is PC; = 
=4 PE (PC,-I AB), want HG= GC 

Door dus de collineatie-as door H ten opzichte van het 
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punt P met den factor } te vermenigvuldigen, verkrijgt 
men een lijn, die gaat door de voetpunten der loodlijnen 
uit P op de zijden van den driehoek neergelaten, de z.g. 
lijn van WALLACE of SIMSON voor het punt P, welke lijn 
evenwijdig loopt aan de collineatie-as door H en den af- 
stand van P tot H middendoordeelt (zie CASEYy, book III, 
prop. 12 en prop. 14, eveneens VERSLUYS, inleiding tot de 
nieuwere meetkunde van den driehoek, 8 11 en S 15). 

Wanneer nu P b.v. met B samenvalt, dan valt de lijn 
van WALLACE samen met de hoogtelijn uit B, langs welke 
hoogtelijn eveneens de bewuste collineatie-as door H valt. 
Beweegt P zich nu langs den cirkelomtrek in negatieven 
zin, dan zal na ’t afleggen van een boog BP =2p graden, 
de collineatie-as ZB,HB,=/PB,B of w graden zijn ge- 
draaid in positieven zin. De lijn van WALLACE, welke steeds 
evenwijdig blijft aan genoemde collineatie-as, is dus even- 
eens een hoek vw gedraaid en heeft zich tegelijkertijd, 
evenwijdig aan die as blijvend, verplaatst. Zooals bekend 
is, omhult ze bij deze beweging een kromme lijn, de z.g, 
STEINERSCHE driepunt. Wanneer P aldus een boog van 
180° heeft doorloopen, is de lijn van WALLACE 90° gedraaid, 
waarmede is aangetoond, dat de lijnen van WALLACE voor 
twee diametraal gelegen punten elkaar loodrecht snijden. 
Zooals bekend is, ligt dit snijpunt op den negenpuntscirkel 
van den driehoek. (Vergelijk Casey, Additional propositions, 
no. 188.) Om dit aan te toonen, wordt nog even de negen- 
puntscirkel besproken; voor zoover ik dit kan nagaan, is 
de daarbij te volgen bewijsvoering oorspronkelijk. 

In fig. 11 is geteekend een driehoek ABC met de drie 
hoogtelijnen, benevens de drie lijnen, die de hoekpunten 
verbinden met het mmiddelpunt van den omgeschreven 
cirkel. Op deze wijze zijn op den omgeschreven cirkel 
9 bijzondere punten verkregen. Wanneer men nu den om- 
geschreven cirkel met deze 9 punten ten opzichte van het 
hoogtepunt H met den factor } vermenigvuldigt, dan krijgt 
men weer een cirkel met 9 bijzondere punten, wiens 
middelpunt M, in ’t midden van de lijn MH gelegen is en 
die de helft van den straal van den omgeschreven cirkel 
tot straal heeft. Nu is het duidelijk, dat de snijpunten der 
hoogtelijnen met den omgeschreven cirkel na de ver- 
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menigvuldiging samenvallen met de voetpunten der hoogte- 
lijnen, immers HB, =}HB,, etc. 

De hoekpunten van den driehoek vallen na vermenig- 
vuldiging samen met de middens van de aan de hoekpunten 
grenzende stukken der hoogtelijnen. Om na te gaan, waar 
de tegenpunten van de hoekpunten van den driehoek na 
vermenigvuldiging komen, verbindt men b.v. C, met A en B. 
Nu is C,A//BH, want beide | AC, eveneens is C,B// AH. 
In het parallelogram AC,BH deelen de diagonalen elkaar 
middendoor, dus HC, =}HC,;,, waarmede is aangetoond, 
dat de tegenpunten van de hoekpunten na de vermenig- 
vuldiging samenvallen met de middens van de zijden. 

Terugkeerend tot fig. 10 trekken we door P een lijn even- 
wijdig aan de lijn van WALLACE voor P en denken we ons 
een dergelijke lijn door het tegenpunt Q, van P getrokken, 
evenwijdig aan de lijn van WALLACE voor Q. Deze lijnen 
moeten elkaar loodrecht snijden en hun snijpunt moet op . 
den omgeschreven cirkel liggen, omdat PQ middellijn is. 
Denkt men zich nu beide lijnen ten opzichte van H met 
} vermenigvuldigd, dan vallen beide lijnen samen met de 
lijnen van WALLACE voor de tegenpunten P en Q en komt 
hun snijpunt op den negenpuntscirkel van A ABC. 


XI. Het kogelbaanvraagstuk. 

Naast de gebruikelijke methode, die bij ’t afleiden der 
belangrijkste formules wordt gevolgd, verdient het aan- 
beveling deze uitkomsten ook af te leiden zonder de begin- 
snelheid te ontbinden in twee onderling loodrechte rich- 
tingen. (Zie b.v. de leerboeken van F.J. VAES en van 
Dr. J. A. VREESWIJK.) Tot deze resultaten kan men dan 
als volgt komen. 

De kogel wordt weggeworpen uit O, onder een elevatie- 
hoek a, met een beginsnelheid van c M/sec. Nar seconden 
is de kogel in C, gekomen (fig. 12). Dan is: OA, = cr, dus 
OD, =ercosa en CD, =A,D; —OB, =ersina— gr? 

Stel, dat de kogel na t seconden in C is gekomen, even 
hoog als O gelegen, dan is: AC = 3 gt? = OA sin a = ct sin a, 
GROEI 2e sin a 


. De worpsnelheid bedraagt aldus: 


À E 
OC = OA cosa=ct cos ao cosa x EESNL EEE, 
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22 Kin? 
Verder is: AC =dgl?= e Sn: 
Bepalen we nu eens de hoogte van C, als functie van 
ten 7, We vinden C,D,= A.D, —A,C, = 
=ACX OB, bg? Xj — bort =hgr(t). 


Deze uitdrukking bereikt zijn grootste waarde, als 
t—T=—=rT, want de som der factoren r en (£ — 7) is constant. 
Dus de hoogte van C boven de horizont is maximum voor 
T=it. Dit maximum C,D, bedraagt aldus 


IX =lAC= SS 


|t 


Uit de figuur blijkt, dat C, den afstand A„D, halveert, 
immers A‚,D, =4 AC. 

De uitdrukking }gr (t— 7) blijft constant bij verwisseling 
der factoren 7 en (£— 7); d. w.z. na ({— 7) seconden, dus 
t— TT) —Ltl seconden of (}f— rt) seconden nà ’t bereiken 
van het hoogste punt is de kogel even hoog als na 7 sec, 
dus (té— rr) seconden vóór ’t bereiken van ’t hoogste punt. 

De punten C, en C, liggen even hoog, wanneer C; wordt 
bereikt na (t£— r)sec. De wegen A‚A, en A,As; zijn gelijk, 
want ze zijn met constante snelheid in gelijke tijden door- 
loopen, dus is: D,D,=D,D,. Aldus is de kogelbaan sym- 
metrisch ten opzichte van de vertikale lijn A,C,Ds. 

Wiskundig Tijdschrift, 18e Jaargang. 2 
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Construeeren we de snelheden in de punten C,, C, en 
C; en beschouwen we allereerst het snelheidsparallelogram 
in:C4, Hierin sis : C‚ Ey == coon Coles gh editen 

Clo s-Cole OA: OBE Cte 
of par. C,E‚,G,F, oo par. OACB, dus is: 


C,G; // OC (horizontaal) en C,G, = ae =CCcOosa (fig. 18). 


Wanneer men de parallelogrammen in C,‚ en C, plaatst 
op het parallelogram in C,, dan blijkt dat A C;G,’G; ge- 
lijkbeenig is, dus dat de snelheid (raaklijn) in C,‚ met den 
horizon een even groote hoek maakt als de snelheid in C,, 
immers: G,’G;’ =S gl—gr =4g (t—2r) en Go’G3 =g (tr) — 
—tgt=hg(t—?2r), dus GG’ == Gs, dus A Cr Os IS 
gelijkbeenig. 


Verder is CG, door toepassing van den cosinusregel te 
berekenen, men vindt: 
CG? =ec? + gr? — 2egr cos (90 — «) = 
==? —2g ler sina — gr?l=ec? —2g XCD,. 
Stelt men den hoek, die C,G, met den horizont maakt, 
gelijk aan £, dan geldt 


GG, _tglt- 2) bgn) iDr 
kdenk oren de Sec Gt LCOLe on en 0 
dus: tg2:tga=(t—?2r):t, 
waaruit o.a. blijkt tg 2 —=0 voor 7=}t 

en tg =—tga voor T=t. 


XII, De lijn van Euler als affiniteitsas. 

Men denke zich in A ABC getrokken de hoogtelijnen 
AF en BG, de zwaartelijnen AD en BE, benevens de midden- 
loodlijnen in D en E (fig. 14), 
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De middenloodlijnen en correspondeerende hoogtelijnen 
snijden elkaar in oneindig verre punten P en Q. 

De AAADP en BEQ zijn affine figuren, want de ver- 
bindingslijnen AB en DE der overeenkomstige hoekpunten 
Á en B, D en E zijn evenwijdig en hebben dus hun snij- 
punt in ’t oneindige op de oneindig verre lijn PQ, welke 
de verbindingslijn van het derde paar overeenkomstige 
hoekpunten voorstelt. De snijpunten 4, Hen M,‚ der overeen-' 
komstige zijden liggen dus op de affiniteitsas der driehoeken 
en zijn aldus collineair. 


Bepaal nu de middens K en Ls van de aan de hoekpunten 
grenzende stukken AH en BH der hoogtelijnen uit A en B. 
Dan is KL//AB//DE. Hieruit volgt dat de AA ADK en 
BEL affine figuren zijn, zoodat de snijpunten H‚, Z en M, 
der overeenkomstige zijden collineair zijn. 

M, is het middelpunt van den negenpuntscirkel, zooals 
onmiddellijk blijkt, omdat de lijnen DK en EL de diagonalen 
zijn van een rechthoek en elkaar dus in M, in onderling 
gelijke stukken verdeelen. 

Aldus liggen de vier punten H,‚, Z, M,‚ en M, op één 
rechte lijn (EULER). 
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Het zien door een ruit van spiegelglas 


DOOR 
Dr. G. J. D. MOUNIER (Utrecht). 


_ Het is een bekend feit, dat men de voorwerpen buiten 
'shuis beter door geopende ramen ziet, dan door ge- 
sloten vensters. Wanneer men vraagt wat daarvan de 
oorzaak is, dan zal waarschijnlijk het antwoord van velen 
zijn: „Wèl, dat is duidelijk. Het glas is niet volmaakt 
doorschijnend en absorbeert dientengevolge een deel van 
het door die voorwerpen uitgezonden licht. Bovendien 
zijn fouten in het glas, bijvoorbeeld gietblaasjes en oneffen- 
heden, mede bevorderlijk aan zekere vertroebeling van 
het beeld.” Wat nu het laatste betreft, is dit bezwaar te 
voorkomen door slechts gebruik te maken van best spie- 
gelglas en ten aanzien van het eerste zij opgemerkt, dat 
de absorbtie van licht uiterst gering is. Was zij dat niet, 
dan zou zij allicht voor verschillend gekleurd licht ver- 
schillend zijn en men zou dan de voorwerpen min of meer 
gekleurd of anders getint waarnemen. Er is echter een 
andere reden, die het scherp zien door een ruit van spie- 
gelglas onmogelijk maakt, zij het ook dat men praktisch 
daar niet veel last van zal hebben. 


Zij namelijk (fig. 1) ABCD een ruit in doorsnede, waarbij 
AB de buiten- en CD de binnenzijde aangeeft. De afstand 
van de lijnen AB en CD is alzoo de dikte van het glas. 
Zij Peen punt, dat men wil waarnemen. Laat men dan daaruit 
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een loodlijn op AB en CD neêr en noemt men den afstand 
van dat punt tot AB p en dien tot CD p Jh, dan is dus h 
de dikte van het glas. Wij beschouwen nu drie stralen, die 
van P uitgaan en het glas doordringen. De eene straal 
PGH gaat ongebroken door. De tweede PE, die met de 
normaal op AB een hoek j maakt, vervolgt zijn weg door 
’t glas in de richting EF, die met de normaal een hoek 
r maakt, om in F weêr in zijn oorspronkelijke richting uit 
te treden. Op dezelfde wijze volgt de derde straal den 
weg PE/F’ en treedt bij F’ weêr in de oorspronkelijke 
richting uit. 

Nu doet zich een eigenaardigheid voor. De stralen, die 
van P uitgaan, vormen een bundel, waarvan al de stralen 
in P te zamen komen. Zien wij dus P, of welk punt ook, 
dan komt het licht tot ons door middel van een bundel 
stralen, die zich voordoen als rechte lijnen, gaande door 
één punt. Dat punt vormt dan een beeld op de netvliezen 
in onze oogen. Nu beweer ik, dat de stralen, die door het 
glas gegaan zijn, aan deze eigenschap niet meer voldoen. 
Zij komen niet in één punt te zamen en kunnen dus ook 
geen beeld van één punt op ’t netvlies te weeg brengen. 
leder paar stralen geeft een uiterst zwak beeld van een 
punt, maar telkens van een ander, en elk dezer beelden 
is zoo ontzettend zwak, dat het niet te zien is. Wij weten 
echter dat ons oog zeer grof is georganiseerd. Beelden 
van punten, die zoo dicht bij elkander liggen, dat zij nog 
dezelfde zenuw treffen, zullen zich als één punt vertoonen. 
Bij zeer dun glas, bijvoorbeeld zoo dun als ’t glas van 
reageerbuisjes, zullen deze beelden tóch op één enkele 
zenuw ontstaan en een scherp punt opleveren. Ook helpt 
dat wanneer men iets van eenige uitgebreidheid waar- 
neemt, bijvoorbeeld een rood vlekje, al de stralen elkander 
in roode. punten zullen snijden en het dus is, alsof zij 
allen van een zelfde punt uitgaan. Alleen de omtrek van 
zulk een vlekje wordt dan onscherp. Bij zeer dik glas 
en bij het waarnemen van een teekening met fijne lijnen en 
punten, kan echter het bedoelde verschijnsel hinderlijk zijn. 

Wij zullen thans nagaan, hoe de verschillende stralen 
zich gedragen. Zij GE=a en HF =a’, dan heeft men, 
daar de brekingscoëfficiënt „ van glas nagenoeg 3 is: 
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2a 


. . „ed, a d . Ent k 1 
Sin == Va? p?) en aus sin ”== 3 (a? + p?) ( ) 
Maar men heeft ook: 
4 a’ —a 
sin» == VF (a — 4)7] pee (2) 


zoodat, wegens (1) en (2): 
d—a __W[h?+(a’—a)?] 
Za Bat dp?) 
waaruit achtereenvolgens : 
3 (a! —a)V(a® + p?)=2a Vh? + (a’ — 4)?|, 


of: Ia (attp?)—4at (ht H(d'—a)®) 
dus: …_ (a! —a)? (9a® + Ip? — 4a?) =4a?h?, 
gevende : | 
} 2ah 
da —a 


Va? + Ip?) 
of eindelijk : 5e 
a 
a’ er bk tonen Top) (3) 
Verlengen wij den bij F uittredenden straal door het glas, 
tot hij PH in K snijdt en noemen wij HK k, dan is: 


be OLE EAS AE RE) 

maar ctg bk En re 
dus (3) en (5) overbrengende in (4): 
di 2ph 

kp +75 Tp) RR (6) 


De lijn KF kunnen wij nu voorstellen door de verge- 

lijking : 
a’ T+ Á EA ad —|, 
als wij HD als X-as en GH ij Y-as van een coördinaten- 
stelsel aannemen, of door : 
k 
ge gritik e Kein ind (7) 
Maar, DN blijkbaar : 


/ 


toa oh 
8 ate 
is, wordt (7), lettende op (6): 
2ph 
ve Gehost sr eN 


Willen wij nu nagaan, waar de verlengden van den 
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beschouwden straal en den naastvolgenden elkander snijden 
en welke lijn dat snijpunt doorloopt, indien wij telkens een 
opvolgend paar stralen op dezelfde wijze behandelen, m.a.w. 
willen wij de meetkundige plaats van dit snijpunt bepalen, 
dan brengen wij (8) in den volgenden vorm, dien wij door 
’t functieteeken F aanwijzen: 


ED An 
amat osje nn 
Men heeft dan : 
Ge Dese sel lOpah (10) 


da a? (ba? + Op)? 
Door nu a uit (9) en (10) te elimineeren, vindt men de 
gezochte meetkundige plaats. 
Uit (10) volgt: 
za TO 
| (ba? + 9p2): 
en hieruit achtereenvolgens: 
Ee (Dael Ip n= ABATONPERERE SS P, (1) 


of : 
(Ba? + Ip?) Fx? = a? B 100h?, 
dus : 
a? (5e a? — B 100h?) = — Ip? B x?, 
waaruit: 


he 3p Bax 
US AEO — 5) td 
Wil deze uitkomst een bestaanbare waarde hebben, dan 
moet : 
100h? >) 1254? 
en dus: 
ENOR One MRE nne €19) 
zijn. | | 
Nu is in fig. 2 gemakkelijk aan te toonen, dat dit steeds 
het geval zal zijn. Denken wij ons de lijn AB van fig. 1 
evenwijdig aan zichzelf verschoven, tot zij in CD gekomen is. 
De punten E en E/ zijn dan in CD gelegen en de lijnen 
PE en PE’ eveneens evenwijdig aan zichzelf verschoven. 
De verlangde lijnen FK en de daarmede overeenkomende, 
in fig. 1 niet geteekende, F’K’ snijden elkander dan in Q 
(fig. 2). Zij PR evenwijdig aan HF’, Het punt P van PE 
is dan over den afstand PR verschoven en met de lijn PE, 
die naar RF verplaatst is, in R gekomen. Het punt P van 


mer veae 
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PE’ is door verschuiving op dezelfde wijze met PE’ naar 
RF’ in R’!) gekomen. De lijnen RF en R’F’ hebben zich op 
de hoogte PH boven HF’ hog niet gesneden en deze snij- 


ding zal nu plaats hebben in Q. Nu is blijkbaar, als wij 
uit Q de loodlijn QQ’ op HF neerlaten: 
a'= HO PRSEF Sa An 
als wij HQ/ «/ noemen en voor de laatste gelijkheid op 
fig. 1 acht geven. Nu is de maximumwaarde van sin? 
sin 9O=1 en dus voor sinr sinr=?, waaruit: 
ter <35. 
Dit geeft in (14), als wij op ’t eerste en laatste lid letten : 
“<< EhW5, 
waaruit: ue 
hj) Iv. 
Laten wij nu de stralen, die ons dit resultaat geven, 
onmiddellijk op elkander volgen, dan gaat a’ over in x 


en wij vinden dan: 


zijnde (13) terug. Aan a wordt dus in (12) steeds door een 
bestaanbare waarde voldaan, die tot grens geeft a = oo. 
Substitueeren wij nu (12) in (8), dan vinden wij: 


1) De volgorde der punten op PR’ is: P, R en R’ en dus 
niet: PR en R Immers PRS: EES At oon ee 
htgr’, en daar #/ ) r, is dus PR’) PR. Daar verder, blijkens (6), 
hk)’, als A’ de waarde van & voor derden straal is, moet de 
snijding Q boven een punt tusschen P en R op PR plaats hebben. 


25 


(B 100h? — 5 Ba?) 2ph 


ER Een RE oat On) ID 
Nu volgt uit (11): 
V(5a? + Ip?) =ap en 
Dit overbrengende in (15), BEE men : 
(B 100h? — 5 B 
vn OENE (16) 


De laatste term van (16) kan men nu, At behulp van 
(12), als volgt herleiden: 
2ph _ 2ph gm 100 SD B?) 
5 on Bp Pax X 2ph Bon 
pt KO), 
Bx 
2 


—= 5 VB 100h? — 5 Br?) B 100h?. 
Dit geeft in (16): 
L(B 100h? — 5 Ea? 
‚_ Ee lep 
Hs VW 1004? — 5 Bo?) . B LOOR? 


of : 
p= (B 100h? — 5 Ba) | 5 B100h! — 3, 
dus: 
y—p=d VR 100h® —5 Ba?) (B 100? —5 B x°), 

gevende: 

y— p= (B 100? —5 B°)?, 

Hieruit volgt weder: 

(y—p)? = 255 (PH 100h® — 5 B a?)S, 

of: 


(Wy — p)$ — (a 4538 (10Oh?)S — (125x°)5], 
dus: 


Yp (bh) G°)5, 
of, na vermenigvuldiging met (9)5 = (3)5 en andere rang- 
schikking der termen: 


(bays + [3 (y — p)]E —(4h°)5. «AD 


Zen 


Deze vergelijking wordt nog eenvoudiger, indien wij het 
coördinatenstelsel zóó verschuiven, dat de Y-as dezelfde 
blijft, maar de X-as op den afstand p dichter bij AB (fig. 1) 
komt te vallen. Noemen wij dan de y op 't nieuwe stelsel 
y,, dan heeft men: 

Yi YTD, 
en dus wordt (17) dan: 
15. B J a — (2h)é, 


of : 
5 oo À 2 
De algemeene vorm van deze Scans is: 
«a + By =1, ne LN 


zijnde voor ons geval: 


a (ij) on 2)? 


Onderzoeken wij nu de kromme, voorgesteld door (19), 


dan moeten wij de en ah berekenen. Wij vinden nu 
achtereenvolgens : 
ee edt. 
Yi EA ; 
of: 
TENS 
n= (ape) 
dus 


of: 
dl de 
nne (epe) 
dre AB Bx d 
derhalve: 
dy, ak eN x 
GEN 4 Vlo 5): in ED) 
Voor «=—=0 wordta A en dus ook Wi. De 


lijn wordt dus raaklijn aan de Y-as. 
Uit (18) volgt verder voor &=0: 
2h 
1E Beer, 3’ 


27 


of, daar y=y; Jp is: 
| y=ptih, 
wat, door #=—=0 en a=0 te stellen, ook uit (8) volgt. 

Wel geeft 5 hierbij ie maar, zooals uit de even na (8) 


voorkomende betrekking: 
10a®h 


(ba? + 9p°)? 


blijkt, wordt gr = 0. 


Hiermede is dus de ligging van het raakpunt bepaald. 
Daar verder «a en £ positieve grootheden zijn, is voor 
de bestaanbaarheid van (20) noodig, dat A ABE) 8, of, let- 


tende op (18): 
5 2 
ee ke 


dus : 
‚…f 4h? 
(5) 
gevende: 
2h 
L< 75 shv5, 


wat volkomen overeenstemt met de reeds vroeger gevonden 
voorwaarde (13). Voor #=?2hl5, de uiterste waarde dus, 


die x kan bereiken, wordt nu Ze a Ok erwdusTaakhsde 


de kromme ook de X-as. 
Nu volgt werderauit (20): 


Tied has 
° tn Bernd bad beed RA 
Wda 5) 
of: 

OG a 1 

2 2 5 Rn, dj 

| de 52 BV pe 5) 
dus: 

dy grt a s\—h —4 

ese 57 ree ze) HNE ene Asa 1 (21) 


Voor «@ =0 wordt dus niet alleen e Ll ==, maar, blijkens 


2 
(21), wordt ook ze == 
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De waarde van (21) blijft bestaanbaar, zoolang 


aans 
evenals wij voor de bestaanbaarheid van (20) vonden. Ook 
hier dus overeenstemming met (13). Voor de uiterste waarden 
van @, di. voor „=?hlb5, vindt men dus: | 


dy, a 
EINE 


en dus discontinuïteit. 


2 2e 
Daar verder de waarden van «3 en y‚3 niet veranderen, 
indien men « of y of beiden door haar negatieven vervangt 
4 VGEM ban z, 
en, wijl « positief is, A »0 is, moet de lijn haar con- 
vexe zijde naar de X-as keeren en ten opzichte van 
beide assen symmetrisch zijn. De kromme zal dus de ge- 
daante aannemen, die wij afgebeeld hebben in fig. 3. Alleen 


Fig. 3. 


zij hierbij echter nog opgemerkt, dat de takken aan de 
negatieve zijde van de Y-as de physische beteekenis, die 
wij op den voorgrond stelden, niet bezitten. Zooals dikwijls 
voorkomt, zijn de wiskundige formules van wijder strekking 
dan het physische vraagstuk. 


Nog één opmerking ten slotte. 


Hadden in (18) de x? en y‚$ denzelfden coëfficiënt, dan 
zou de lijn KL de eigenschap hebben, dat zij voor alle 
stralen even lang moest zijn. Dit is o.a. bewezen door 
Dr. OSCAR SCHLÖMILCH in zijn Compendium der höheren 
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Analysis, eerste deel, hoofdstuk XVII, S 107, *) Hij vindt 
daar de vergelijking : 

05 2 ys = = aö, 
voor ah dan de bedoelde lengte a zou zijn. Ik heb nog 
onderzocht of voor een andere waarde der brekings- 
coëfficiënt de formule (18) zoo zou kunnen gewijzigd zijn, 
dat aan de voorwaarde van gelijke coëfficiënten voor 


xs en ys werd voldaan; zoodat de gevonden eigenschap 
ook in ons geval voor een denkbeeldige stof zou kunnen 
gelden. Ik vond echter, dat dan » moest voldoen aan de 
voor waarde : 

n° =n° —l1, 
wat natuurlijk onmogelijk is. 

Als proef op het voorgaande onderzoek heb ik een stip be- 
schouwd door een presse-papier, in den vorm van een glazen 
kubus. Werkelijk bleek het mij dat de stip, wanneer ik haar 
op dusdanige wijze waarnam, dat de stralen vrij schuin 
moesten invallen, eenigszins aan scherpte verloor, wat dus 
de uitkomst van het vorig onderzoek bevestigde. 


Oppervlakte-meting 
DOOR 
VAN WIJK (Tjimahi). 


De gebruikelijke oppervlakte-eenheid in de planimetrie 
is de vierkante lengte-eenheid. Parallelogrammen, drie- 
hoeken en trapezia kunnen in die vlaktemaat slechts worden 
uitgedrukt door een hulplijn, de hoogte dier figuren, in 
te voeren. Gebruikt men daarentegen een gelijkbeenigen 
driehoek als oppervlakte-eenheid, dan behoeven we geen 
hulplijn te trekken. Uit fig. 1 blijkt duidelijk, dat het 
oppervlak van een parallelogram in de daar gearceerde 
vlaktemaat uitgedrukt wordt door den vorm 2ab. De drie- 
hoek ABD heeft dan een oppervlakte = ab. De oppervlakte 


1) Mijn exemplaar is de derde druk, die in 1868 verschenen is, 


30 


van een driehoek zal men dus in het algemeen door ab, 
be of ca kunnen weergeven, naar gelang men de oppervlakte: 
eenheden p, q of r gebruikt (zie fig. 2). 

Het blijkt, dat 2 oppervlakte-eenheden, waarvan RE: top- 
hoeken der gelijkbeenige driehoeken elkanders supplement 


Fig. 1. 


zijn, even groot zijn. In fig. 3 is de oppervlakte van de 
ruit = 2, zoowel bij gebruik van de eenheid ABC als van ABD. 
Het practisch gebruik van deze oppervlakte-maten blijkt 
reeds dadelijk, wanneer we bedenken, dat eigenschappen 
als: „De oppervlakken van 2 gelijkvormige SEO poeken 
verhouden zich als de quadraten van 2 gelijkstandige 
zijden” en „Als één hoek van een driehoek gelijk is aan 


Fig. 4. 


een hoek van een anderen driehoek of aan het supplement 
daarvan, dan verhouden zich de oppervlakken van die 
driehoeken als de producten der zijden om die hoeken” 
direct uit het bovenstaande voortvloeien. 

Tevens zijn we in staat ermee een algemeene formule _ 
te geven voor de oppervlakte van een vierhoek, nl. het 
product der diagonalen, wanneer we slechts de in fig. 4 
aangegeven eenheid bezigen. (Bij de gebruikelijke opper- 
vlakte-maat kan de oppervlakte slechts gemakkelijk wor- 
den uitgedrukt, wanneer de diagonalen loodrecht op elkander 
staan.) 
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In verschillende eenheden p, q en r uitgedrukt, kan de 
oppervlakte van een trapezium worden weergegeven resp. 
door a(b + d), c(b +d) en ef. (Zie fig. 5.) 

Met behulp van den gelijkbeenigen driehoek als opper- 
vlakte-eenheid zijn we in staat, een bewijs te leveren voor 
de bekende eigenschap : 

„De bissectrice van een hoek in een driehoek verdeelt 
de overstaande zijde in stukken, die evenredig zijn met de 
aangrenzende zijden van den driehoek” 
zonder één of meer hulplijnen te trekken. 


Fig. 5. Fig. 6. 


Drukken we nl. in fig. 6 de driehoeken BCD en ACD 
in de eenheid e,‚ uit, dan blijken ze te zijn am en bm; 


hun verhouding is dus 4 


Drukken we ze daarentegen in e‚ uit, dan blijkt die 


verhouding te zijn ak 
qm 


mi Hiermee is het gestelde a :b 
=p:g bewezen. 
___Misschien is het ook zeer wel mogelijk, met behulp van 
driehoekige oppervlakte-maten een Aere te leveren voor 
de stelling, dat in fig. 6 geldt: 
m? = ab — PQ, 
doch dit is mij niet gelukt. 

Ook het theorema van Ptolemaeus laat zich zeer gemak- 
kelijk bewijzen met behulp van driehoekige oppervlakte- 
eenheden, waarbij we echter tevens gebruik maken van 
de. gebruikelijke vierkante lengtemaat. We weten reeds, 
dat de oppervlakte van den koordenvierhoek in e, als een- 
heid uitgedrukt, gelijk is aan pq (fig. 7). Het theorema 
luidt: pg=acHbd. Het ligt nu voor de hand, a bij c en 
b bij d te doen aansluiten, hetgeen verkregen wordt, wan- 
neer we B evenwijdig aan de diagonaal AC naar B’ ver- 
plaatsen. AB’/=ec en CB’=b en de oppervlakte van ABCD 
is gelijk aan die van AB/CD. Hier maken we gebruik 
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van de vierkante oppervlaktemaat. Nuis / DAB’ = / AEB, 
daar ze beide geliĳk zijn aan de halve som der bogen, 
waarop de koorden 5 en d staan, en / DCB’ is daar het 
supplement van. De oppervlakte van ABCD, in e uitge- 
drukt, blijkt dus te zijn ac + bd 


te leveren voor de eigenschap: En rr (zie fig.1) of 


pad + pbe = qad + ged. 

Om dit te bewijzen, veranderen we de vormen voor en 
achter het geliĳjkteeken door deeling in vormen, die de 
dimensie hebben van een oppervlakte: 


b 
pa -— Erge == Cr 


Het ligt voor de hand, een oppervlakte-eenheid te kiezen 
met Z DAC als ingesloten hoek (x in fig. 8). Dan is de 
oppervlakte van driehoek DAC =pa en die van driehoek 
DBC =gc. Np hebben we de lijnen ni en y=? te 
construeeren, en wel zoodanig, dat tusschen die lijnen en 
resp. p en q de hoek DAC = hoek DBC ontstaat (of diens 
supplement). 

ev:b=e:d en gy:h=a:di 

Door de bepaling van x hebben we een driehoek te 
construeeren gelijkvormig met driehoek ABC, en waarin 
de hoek DBC (x) ligt tegenover 5. (b en d zijn de volgende 
termen der le evenredigheid.) Wij vinden die in driehoek 
APB, waarbij BP//AD, BP=x. Verplaatsen we PB even- 
wijdig aan zich zelf naar CP’, dan is de oppervlakte van 


driehoek ACP = pr =P. 
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Opp. ADCP' = opp. ADCB = pa + een 
Eveneens vinden we A QAB — A ADC, als we AQ // BC 
trekken. Dan is AQ =y= ed In A BD@/ vinden we zoo 


de gewenschte oppervlakte qy = Le 


Opp. BODQ’= opp. BCDA = qe +? 

Hiermede is het gestelde bewezen. 

Een soortgelijk bewijs vinden we door de betrekking te 
schrijven in den vorm 
d 
ad + be = Ee 

a 5 a p 
Het ligt weer voor de hand onze eenheid zoo te kiezen, 
dat ad + be =opp. ABCD (eenheid e in fig. 9). In dit geval 


zijn te construeeren de lijnen gi en id die we vinden in 


’ 


DQ en BP, waarbij DP//BC en BQ//AD (@:q=b:p of 
A BAC —AQDB, y:qg=d:p of A BPD — A CDA): 


ee du Ln ESD ADO oppEBOP == 


— opp. ADB + opp. BCD = opp. ABCD. 

In de derde plaats kunnen we het oppervlak ABCD in 
de eenheden e‚ en e‚ uitdrukken (zie fig. 10) en Krijgen 
dan respectievelijk ab + cd en ad + bc. Er blijft nu over te 
bewijzen, dat: e‚ te, =q:p of, wat op hetzelfde neerkomt, 
He een ander oppervlak 

andere gelijke oppervlakken 
Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang. B, 


resp. in e‚ en e‚ uitge- 
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drukte vormen verd) 
Maken we AE =p en BF =g, dan zien we, dat 

opp. ABE (in e‚ uitgedrukt) bp __p 

opp. ABF (in e‚ uitgedrukt) bg q 

Volgens het bovenstaande rest ons nu nog te bewijzen, 
dat opp. ABE = opp. ABF of: AF // AB. Trekken we daartoe 
de lijnen CE en DF, dan zien we, dat 

LAEC= LACH ZE 
Uit de gelijkheid van de le en 4e hoek van deze serie 
volgt, dat CDEF een koordenvierhoek is, en dat dus 
ZCDF =Z CEE. 
ZL DEF = / DEC + / CEF = 90° — } 4 DAC + 2 CDE = 
— 90° — SL DAC HZ BDF — 4 BDC = 
_=—=2(90° — 4 DAC) —£BAC= 
—= 180° — / DAC — Z BAC =180° — / DAB. 

Hieruit volgt dat EF // AB. 

Waarschijnlijk zal ín meer gevallen met vrucht ge- 
bruik gemaakt kunnen worden van deze oppervlakte-maat, 
en zal het aanbeveling verdienen eens na te gaan, of 
andere inhoudsmaten in denzelfden geest ook practisch 
nuttig te bezigen zijn. 


die zich verhouden als p:q. 


Een tweetal bewijzen voor de eigenschap : 


De bissectrice van een hoek in een driehoek verdeelt de 
overstaande “zijde in stukken, die zich verhouden 
als de aangrenzende zijden van den driehoek 
DOOR 
VAN WIJK (Tjimahi). 


De drie meest voorkomende bewijzen voor deze stelling 
zijn die, waarbij men òf uit de beide andere hoekpunten 
van den driehoek loodlijnen op de deellijn neerlaat, òf deze 
verlengt tot den omgeschreven cirkel van den driehoek, 
òf een lijn uit één der andere hoekpunten: van den drie- 
hoek eraan evenwijdig trekt. Een vierde bewijs zonder 
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hulplijnen is reeds vermeld in het hiervoorgaande opstel 
over oppervlaktemeting. 

Naast deze geven we de volgende: 

1°. Trekken we een willekeurige lijn, die de zijden van 
den driehoek ABC in D, E en F' snijdt, dan is volgens het 
theorema van MENELAUS: abc == a/b (zie fig. 1). Denken 
we ons die lijn getrokken evenwijdig aan de bissectrice 
van hoek C, dan is dadelijk in te zien, dat b=a/. Ver- 
plaatsen we de lijn DEF evenwijdig aan zich zelf steeds 
meer in de richting van die bissectrice CG, dan blijft steeds 
a’ =b, ook nog in het limietgeval, waarbij D en E in C 


Fig. 1 Fig. 2. 


zijn samengevallen, F in G komt en a/ =b = 0. Het theorema 
luidt dan: ac—=b’, waarin a=BC, b=AO, e= AG en 
c= BG, zoodat het bewijs geleverd is, dat AC: BC=AG : BG. 
2e. Trekken we in fig. 2 de hulplijn AE zoodanig, dat 
ZCBD =/ CAE, dan blijkt de driehoek BCD gelijkvormig 
te zijn met driehoek ACE, en dus bestaat de betrekking : 
BC: BD = AC: AE. 
Nu is driehoek ADE gelijkbeenig, daar 
ZLADE=ZB44C=ZCAES4C=/Z AED. 
AD is dus gelijk aan AE en bovenstaande evenredigheid 
kan dus veranderd worden in: 
BC: BD = AC: AD, 
hetgeen te bewijzen was. 
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Analytiese Meetkunde van de Bol 


DOOR 
D. J. STRUIK (Rotterdam). 


1. Grote analogie bestaat er, naar bekend is, tussen de 
eigenschappen der figuren op de bol en in het platte vlak. 
Deze analogie geeft aanleiding tot een merkwaardige toe- 
passing van de analytiese meetkunde op het boloppervlak. 
We hebben dan twee diametraal gelegen punten als één 
op te vatten, waardoor we feitelik maar een halve bol 
verkrijgen, waarop we de onderzoekingen doen. 

Zoals zo dikwijls beschouwen we de grote sirkels als 
rechte lijnen. Als coördinaatassen worden twee elkander 
in O snijdende loodrechte lijnen genomen, vanaf O wor- 
den hierop stukken OX en OY uitgezet, zodanig, dat 


Xs (JS 5 ‚aan de andere zijde van O worden evenzo 


OX, en OY, uitgezet, door X, Y, X,, Y, gaat een grote 
sirkel. Neem nu een punt P op de bol aan, en trek XP, 
die OY in B, en YP, die OX in A snijdt. Noem OA =8, 
OB=n, PB=ë’, PAS, #=tg5, y=tgn heten de ste 
riese coördinaten van P. 

In de 4 kwadranten voldoen de coördinaten aan de 
gewone eigenschappen wat het teken aangaat. Daar 
tgo=tg(r +0), zien we, dat alleen voor de halve bol de 
plaats van een punt éénduidig wordt bepaald. 


Voor punten op XY sE=y=j, of DO ne 


Deze punten vervullen de rol van punten in het oneindige, 
XY is de lijn in het oneindige. 

Tussen & en y bestaan de betrekkingen : 

tgë’—=cosytgä en tg =cos&ten «. … … (1) 

Een rechte CD make een hoek & met OX, erop wordt 
een punt P aangenomen. OC =a, OD = 4, C ligt op OX, 
D op OY. Dan is in A DOC: 

sina =tg @ cot b 
en in A PAC: 
sin (a —$)=tg n' cot U, 


dl 


Elimineer ik b, dan ontstaat: 
sina _ sin «COS & — COS a sin & 
tg Gras 4E n' 
en neem ik (1) in aanmerking: 
sina sina cosatgë 
ten tem te nnn. 
hetgeen om te vormen is in: 
RLS . Ks jeg 
EN VAL rt Dh 
ee 
Ee NE NE EE ENEN ÀL 


Dit is de vergelijking van de rechte lijn. Noemt men p 
de tangens van de loodlijn, uit O op CD neergelaten, en 
p de hoek van loodlijn en X-as, dan is asinp=p en 
bceosp =p, zodat de vergelijking wordt: 

LCOSPHysinp—p==0, de Hessiese vorm. 


Een lijn door een punt (@,y‚) is Se denn ld) 


Zo zijn tal van formules uit de vlakke geometrie op de 
sferiese toepasselik. 

Voor PB is de vergelijking — y=k,, k;== konstante, 
voor PA «#=k,;. OA en PB snijden elkander in X, zijn 
daardoor als evenwijdige lijnen op te vatten, vandaar de 
vorm hunner vergelijkingen. 

Dat de analogie niet volkomen is, zal men vinden, als 
men b.v. de voorwaarde zoekt, waaronder 2 lijnen elkander 
loodrecht snijden. Schrijft men namelik (2) in de vorm 
y=metn, dan zullen 2 lijnen y= mr tn, en y= mix 
+ n, elkander aldus snijden, indien mm; + n‚ns + 1=0. 
m is ook niet de tangens van de hoek, die de rechte met 
de as der abscissen maakt. Doch n= 5. 

Voor de afstand ò van 2 punten (@,y,) en (w@>ys) op een 
rechte zal men vinden: 

tnt bne Ee (Yr Ya)? + yo — WY)? 

14% + Y1Ye 

Voor 2 punten van 5 

14 wis Hy, ys =O. 


De meetk. plaats van de punten, die 5 van een punt 


afstand is derhalve: 
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(2,y‚) verwijderd liggen, heeft blijkbaar de vergelijking: 

ooit yy, J1S0 AS 

Deze lijn kan de reciproke lijn genaamd worden van 

punt (x,y;). Men kan de gewone betrekkingen tussen reci- 

proke elementen op de bol nu ook analyties nagaan. Daar- 

door blijkt b.v. het nauwe verband tussen de 2 vormen 
1 4 ws H-yiy2 =O en 1 + mms + na;ngz =0. 


II. De meetkundige plaats van alle punten P, waarvoor 
de som der afstanden /, en /, tot 2 vaste punten F,‚ en F; 
konstant is, is de sferiese ellips. 

F, en F, worden op de X-as aangenomen, en wel 
bg OF, = +o, bg OF, =—o. PF ‚4 PF, =l,4l, =a. Nuis: 

cos Ll, = cOS 1’ COS (a —E) 
cos l, = GOS 1’ COS (a HE) 
cos Ll, + cos l, =2 cos a cos  (l,‚ —l;) = 
== COS / [COS (a — É) + COS (ov + 5] =2 COS 1’ COST COS E 


cos l, — COS Ls’ = — 2 sina sin 4 (Ll, —l)) = 
== COS 1/ [GOS (a — É) — COS (o + E)| = — 2 eos 1’ sin o sin $ 
cos? 4 (Ll) + sin? à 2d, lj dies 
__ COS? nf COS? a COS? É EA cos? 1 sin? oc sin? £ 
COS? « KS 
ten bee cos? & ge o sin? £ àl 
ni COS? « sin? cos?E tgn + EE Aalt 
Nu snijdt de meetk. plaats OY in B. Stel OB ==, dan 
X 
jS COST == =d 
os £° 
cos? ‚ sin? É 
tg? tete 
a dE COS? « it BI 
ed a—sin?o 1 
nHtg? 5 > l=tg? 
Kg sin?« ___ cos?ô hen 
sin?«—sin?o tg? 3 
Daar mees == ien de is 
sin? « tg: a 
ELN ji of bij tga=—as tg =b 
tg a { tg? Né, ’ ’ 
tE 1 At nt à ; 
=|. Dit is de vergelijking van de sferiese ellips. 


a? | b? 
2a en 2 zijn de grote en de kleine as. 
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In een punt #‚y, van de ellips is de raaklijn te konstru- 
eren. Zijn vergelijking zal blijken te zijn: 
RAe St 
a? an b: 

Wordt a=b, dan ontstaan #?+ y= a? en ox, +-yy;, = a?, 
de vergelijkingen van een kleine sirkel met O tot middelpunt 
en de raaklijn in een puntervan. Een raaklijn aan de ellips 
en aan de sirkel in punten op dezelfde ordinaat blijken 
door hetzelfde punt van OX te gaan. 


=—= 1, gelijk in het platte vlak. 


Zoekt men de meetkundige plaats der punten, waarvoor 
Ll, —l, =?2x, dan verkrijgt men de kromme: 
Le EE 
rt 
Deze kromme snijdt de sirkel XYX,Y,, snijdt derhalve 
de lijn in het oneindige. 242 is de imaginaire as van de 
hyperbool. 


1, de sferiese hyperbool. 


Nemen we voor een wijle de beide hemisferen in onze 
f nn ke dl 8 
beschouwing op, dan stelt 2 44 —=1 nu2 sferiese ellipsen 


voor, de ene, A,, is de reeds beschouwde, de andere, A,, 
ligt op volkomen dezelfde plaats als A, op het andere halve 
boloppervlak. Voor A, is nu niet meer U, +l, = 2a, maar 
1, +-l,==2r—?2a. Dat dit mogelik is, komt hierdoor, dat 
in de afleiding der formule feitelik cos ?2a in plaats van 2« 
is aangenomen. 

Verwisselt men de rollen van A, en A‚,‚ dan krijgt A, 
2 brandpunten F’, en F’,, respektievelik tegenover F,‚ en 
F, gelegen. Wordt nu een punt P van A, met F,‚ en EF, 
verbonden, dan is PE’, 4 PF’, =2«, doch daar de grote 
sirkel door F, en P ook door F’, gaat, is: 

| PF, — PE’, = zr — 2a, konstant. 

Ten opzichte van de brandpunten F,‚ en F’, gedraagt de 
ellips zich als een hyperbool. Bepaalt men zich weer tot 
v/e 
5 
eerst beschouwde. helft is gedraaid, dan ontstaat uit de 
ellips de hyperbool, met brandpunten FF, en F’, in plaats 
van F,‚ en F,. 


de halve bol, maar tot een helft, die > ten opzichte van de 
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De meetkundige plaats van de punten, waarvoor y? =2px 
is nu als sferiese parabool te definiëren. Verkregen wordt 
die kromme, door 2 punten F, en F, op OX te nemen, 
zodanig, dat OF,=XF,=y en dan de meetk. plaats te 
7% 
gp 
De afleiding gaat op gelijke wijze als alreeds eenmaal is 
gedaan. De eindvergelijking wordt: 

tgn=2sin?2y.tgë, 
en bij sin 2y =p: y =2pr. 


zoeken van de punten, waarvoor PF, + PF, =l, +l; = 


7% 


Blijkbaar is deze sferiese parabool niets dan een 5 Se- 


2 2 
draaide ellips met de vergelijking et + LE 


Zowel OY als XY raken aan de parabool. Aanschou- 
welik wordt het feit, dat de vlakke parabool de lijn in 
het oneindige aanraakt op een punt van OX. 


III. In het algemeen stelt een twedegraadsvergelijking 
F (w,y)=a, jn? +2a, say J a22y? + 24,30 + 
2assy 433 =0. « (4) 
steeds een ellips voor. De vergelijking is door draaiing en 
verschuiving der assen altijd te veranderen inZ, ee g —=l. 
Om dit toe te lichten, zal ik eerst de assen om O een Za 
laten draaien, waardoor de @ en y overgaan in ©, en y,‚, 
en wel: Y=Yyi COSa— 4, sina; 
A=, COSa Hy, Sina (draaiing naar rechts). 

Naar men ziet, kan nu de term in «y vervallen. 

Nu kan één der assen, zeg de Y-as, een / £ verschuiven, 
|| zichzelf. Hierdoor verschuift de sirkel XYY,X over 
dezelfde afstand, draaiende om de middellijn YY, van de 
bol. De transformatieformules luiden nu: 

_ @,cos sing Yi 
_ _—@, sing + eosf£’ VG Aen sin Â' 

Wat de afleiding betreft, deze is voor « zeer eenvoudig, 
daar £=&, +42 (verschuiving naar rechts), en voor y volgt 
hij uit de beschouwing van A-OPO,, als O, de nieuwe 
oorsprong en P een gegeven punt is. 

Nu kan òf de coëfficiënt van « òf die van y vervallen. 
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Is dit gebeurd, dan kan om O, nogmaals een bepaalde 
hoek gedraaid worden, waardoor de coëfficiënt van y of « 
verdwijnt. Daarmede is de vergelijking in de vorm 
ain? Hadzsy? Ha33 =0 teruggebracht, in geval van be- 
staanbaarheid een ellips voorstellende. Al naarmate men 


de draaiing over Z/ @ 5 meer of minder heeft uitgevoerd, 
zullen a/‚, en a’;, hetzelfde of verschillend teken dragen. 


IV. Steunende op het feit, dat iedere kwadratiese ver- 
gelijking een kegelsnede voorstelt, kan men nu een grote 
reeks van eigenschappen dezer kegelsneden vinden, op 
dezelfde wijze als dit in het platte vlak gedaan wordt. 
Enkele zullen we naar voren doen treden. 

Twee projektieve stralenbundels bepalen door de snij- 
punten van homologe stralen een sferiese ellips. [Immers 
uit Ll, + Al, =0 en m, + um, —=0, waarin /., l;, m, en ms, 
eerstegraadsvormen voorstellen, volgt, zo Aut a, A+ as + 
+43 =y, door eliminatie van A en u, een twedegraads- 
vergelijking. 

De reciprociteit geeft hiernaast de stelling: 

Twee projektieve puntreeksen bepalen door de verbin- 
dingslijnen van homologe punten een sferiese ellips. 

Want de reciproke lijnen van de punten ener ellips om- 
hullen wederom een ellips. Nemen we b.v. een punt x,y, 
van de eerste kegelsnede, dan is zijn reciproke lijn: 

Barri n eee le OnPen aA he BE ge 0) 

DON OLAOCDT AAN Eg) OTN er de (4) 
van de 2e graad. 

Naar x, Oee ontstaat : 


edy de —0 
ar Ze dua 
dome tedys dervan 


ae dE dE 
De omhullende is x a y GE 


Voor die ellipsen geldt de stelling van Pascal, eveneens 
die van Brianchon. Met behulp van de reeciprociteit is de 
ene stelling uit de andere af te leiden. 

Ook poolverwantschap bestaat. Trekken we door een 
punt O stralen naar een ellips, en bepalen we op de stralen 


— (0, van de 2e graad. 
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de punten P, zó gelegen, dat tussen O, P en de snijpunten 
A en B van de straal met de kromme de betrekking bestaat : 

sinOA , sinOB _ _1 

sin.PÁ!sin PB Ges 
dan liggen de punten P op een rechte, die tevens raak- 
koorde is. Om dit te bewijzen, nemen we O tot oorsprong 
en vervormen de betrekking tot: 

rie £ 
tg OP” tg OA er tg OB 
Zo A de coördinaten (x,y,), B (xoy,) heeft, is 
tg OA _tg OB tg OA _ tg OB 


; ’ 
Li Lz Yz Y2 


zodat de vergelijking van OP te schrijven is: 
NÀ, Yup 

Voor A en B geldt dus (4): 

Ps (a, 1 A2 + Za, Au Ha, ze) 2e (a, 3Â Ha23H) J A33 =0, 
waaruit voor P volgt: 

Ayse + Az3y + A33 =O. 

P ligt op een rechte lijn. De ganse teorie van pool en 

poollijn is op te bouwen. 


De brandpunten van de reciproke kromme ener kegel- 
snede geven op hun beurt als reciproke lijnen de z.g. 
cycliese bogen van de kegelsnede. Doordat de brand- 


punien van de ellips Ee LE de coördinaten hebben 
OON ; 
(o, ne we zet) is de verg. van de cycliese bogen: 
ve 
Zij hebben de eigenschap, dat het produkt van de sinussen 
der loodlijnen, uit een punt van de ellips op hen neerge- 
laten, konstant is, hetgeen gemakkelik uit het voorgaande 
af te leiden is. Hieruit volgt weer uit geometriese be- 
schouwing, dat de eycliese bogen van een snijlijn der ellips 
stukken afsnijden, die gelijk zijn, en hieruit weer, dat een 
tangens, gemeten tussen zijn snijpunten met de eycliese 
bogen, in zijn raakpunt gehalveerd wordt. Deze laatste 
eigenschappen geven aan de cyliese bogen de eigenschappen 
van de asymptoten der vlakke kegelsnede. 
In de reciproke ellips geven bovengenoemde stellingen 
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weer aanleiding tot nieuwe (zie Salmon—Eiedler, An. G. 
d. Raume, 1, pag. 435 en v,‚ 4e Aufl). 


V. Brengt men in de oorsprong een raakvlak aan, en 
projekteert men de punten op de bol van uit het middel- 
punt op dit vlak, dan bestaat er tussen de coördinaten 
(@‚y,‚) van de geprojecteerde punten ten opzichte van de 
‘geprojekteerde coördinaatassen (die gewone Cartesiese zijn) 
en de bolcoördinaten de betrekking : 

tg=ar=rj tEn=y=y 

Hieruit blijkt, waarom we voor de analogie de tangenten 
moesten nemen. Eveneens blijkt nu het feit, dat de sferiese 
kegelsneden de doorsneden zijn van de bol met een kwa- 
dratiese kegel. 4) 


ver asymptotiese ontwikkelingen 
DOOR 
D. J. STRUIK (Rotterdam). 


In onderstaande mededeling wens ik aan de hand van 
een meetkundige beschouwing het begrip der asymptotiese 
ontwikkeling toe te lichten. 

Een divergente reeks 


a 
erde 4 Aa n 
5 ae hooi ia nac Ees (afte en ant OL 
zi Sora nn 
waarvan ik de som der eerste n +1 termen s, noem, heet 
een asymptotiese ontwikkeling, van een funktie f(x), zo 
Lim 
An re) -— sla" =0, (xe reëel pos. voor ’t gemak). 
De waarde van f(x) voor grote « kan heel nauwkeurig 


worden gevonden door een eindig aantal ‘termen » der 
divergente reeks te sommeren, immers bij voldoend grote x is 


fe) 8 = BN e heel klein 
L 
en de fout begaan door in plaats van f(& te zetten s, zal 
heel gering zijn. f | 


1) In de Sammlung Schubert is in 1914 een werkje verschenen, 
waarin meer uitvoerig deze materie behandeld wordt: Leger: 
Analytische Geometrie auf der Kugel, 1908. 


+ 


De waarde van de fout is bij vaste # van de n afhankelik | 


Ik zal tekenen s,{2) aj. et 
n@=at ie oe @ 
e@)=a the hee Ee 


nn ne ne md me er an 


a 
ies dd oe et RE 
n@O=a tn toit: « @ 
als funkties van x. Om de gedachte te bepalen neem ik 
een voorbeeld: 


eten 
fo=fS dt 

ders lr Rete SA DL (n=)! 
NN 1) 


a, =0, a, =1, az= 1, ag= Al! appi = In! 
s, is divergent voor alle x. 


kig. 4. 
(1) is de X-as. (fig. 1) 
(2) is een gelijkzijdige hyperbool met asymptoten de X-as 
en de Y-as. 


1) Whittaker, Modern Analysis Ist edition, p. 163 (notatie 
iets anders). 
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(3) is een kromme met dezelfde asymptoten, echter voor 
« klein negatief. 

(4) is een kromme, die veel van (2) wegheeft, doch bij 
@ <2 boven, en bij & ) 2 onder (2) loopt, en dezelfde asymp- 
toten heeft. 

(5) komt weer uit het negatieve. 

etc. 

Men ziet gemakkelik in : 

1. Alle krommen (x) lopen ten slotte asymptoties aan (1). 

IL. Voor kleine # divergeren ze sterk, en wel de krommen 
(2n)naar het positieve, de krommen (2n+-1) naar het negatieve. 

HI. De kromme (n) snijdt (n —1) niet, (n — 2) 1-maal, 
(n—3) 2-maal, (n—k) (k—l)-maal, (echter is realiteit der 
snijpunten niet nodig). 

De krommen liggen bij grote x op heel verwarde wijze 
boven elkander, en die onderlinge ligging wisselt voor de 
plaats # die ik bekijk. 

f(«) zal van iedere (n) bij & groot genoeg oneindig wei- 
nig verschillen. f(«) zal asymptoties tot (1) naderen. 
Terwijl bij kleine # f(x) en s, ver uiteenliggen en gans 
ander verloop hebben, zal bij groeiende # de 
f(e) zich tussen de s, gaan bewegen en zich 
evenals de s, steeds meer langs y = 0 gaan strek- 
ken. Voor een bepaalde grote « zal van de vele 
(n) krommen, die de ordinaat snijden, er één zijn, 
die het dichtst aan f(«) de ordinaat snijdt. Die 
Ss, wisselend met x, zal de beste approximatie 
geven. 

De divergentie van de reeks betekent hier, 
dat, al neem ik «& nog zo groot, geen enkel punt 
a op een ordinaat is aan te geven zodanig, dat 
alle s, tussen « en # die ordinaat snijden. 


Ter verduideliking nog een uitwerking voor 
, 

Hier is 

A LOONES SOOP NEE 160 BE 1E LO, 
NE WOON SR 0 LTA ar — OTO Ee tE 17, 
B NLG Ss, == OOI We He 0 140 NES == 0,221 
812 0,051, 8,5 0,450 etc. (fig, 2). 
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Men ziet de opeenhoping tussen 0,15 en 0,20 en het steeds 
verder naar boven of naar onder slaan van s, met groter 
wordende 7. | 


Daar aa} 25 „ishier (Oan JE 


ET 
en se is zo klein mogelik bij n=5 enn =6. We zul- 


len bij n=5 dus een fout maken, die < e= 0,0077. 


f(«) zal tussen 5 en 6 door de ordinaat heengaan. 
Bij groeiende zullen steeds meer s, zich langs f(x) 
samenbundelen. 


Merkwaardige eigenschappen van de raaklijnen 
aan het Folium van Descartes 


DOOR 
R. GOORMAGHTIGH (Londen). 


1. Zij 
BE. y= Baay inder 
de vergelijking van een Folium van Descartes in een recht- 
hoekig coördinatenstelsel Oxy; de rechten Ox en Oy zijn 
de raaklijnen van de kromme in het dubbelpunt. 
De kromme (1) kan ook door de volgende parametrische 
vergelijkingen worden voorgesteld: 


aA aA? 
Ek YT EEE 
Is M het punt, voor hetwelk A de parameter is, dan 
heeft men: 
A=tang ZZ MOe zitbeen 
Indien de parameters van drie punten M,‚, M;, M; der 
kromme door A,, As, A3 voorgesteld worden, wordt de 
noodige voorwaarde, OR M,, M,, M‚; op eene rechte 
lijn liggen, door de kleene 
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ArAgdg == ll. vane Nae SN L(4) 
uitgedrukt. De raaklijn in het punt Ni heeft als vergelij 
king, volgens (2): 

(A* —2A) w — (23 —1)yd-3aA?=0 . . . (5) 

of: 
At —2A3y + 3aA?t — Ar t-y=0. . . . (6) 
Wij zullen de meetkundige plaats der punten T (&, 1) 
zoeken, zoodanig, dat drie der raakpunten van de vier raak- 


lijnen TM,, TM,, TM;, TM,, uit T aan de kromme ge- 
trokken, op eene rechte liggen. De parameters A,, As, A3, 
A, der punten M,‚, M,, M;, M, zijn wortels van (6), dus 
heeft men : 


Aj AgAzA4 =E 
en indien M,‚, M,, M; op eene rechte liggen, heeft mer, 
volgens (4): 

Re sl TTE WNR en (5) 


Daar nu A, wortel van (6) is, zal het voldoende zijn, deze 
laatste waarde van A, in (6) over te brengen, om de meet- 
kundige plaats van T te verkrijgen. De vergelijking van 


deze meetkundige plaats is dus: 
Bident Hans Qt (6), ten, ®) 
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De meetkundige plaats der punten, waaruit men aan een 
Folium van Descartes drie raaklijnen kan trekken met raak- 
punten in rechte lijn, is een homothetisch Folium. 


2. De vergelijking (7) toont ook aan, dat, volgens (3), 
OT en OM, symmetriek ten opzichte van Ox. Neemt men 
dus op de kromme een punt M, en verlengt men MO tot 
in een punt T zoodanig, dat OT ==! MO, dan kunnen uit T 
vier raaklijnen TM,, TM,, TM,, TM, aan de kromme ge- 
trokken worden: de punten M,‚, M,, M; liggen op een 
rechte, en OM en OM, zijn symmetrisch ten opzichte van Ox. 


8. Wij zullen nu de meetkundige plaats der snijpunten 
P van de raaklijnen in M en M, bena Volgens (5) 
hebben zij als vergelijkingen: 

(AL — DA) 0 — (28 — 1) y= — Jaa, 
(A4 H-2A) ow H(2AP +1) y= — Bai? 
waaruit men voor de coördinaten van het snijpunt vindt: 
daA* Ee NGUAE 
TEA ie TE 
Door eliminatie van A verkrijgt men: 


n° + y° =Saay; 
dit is vergelijking (1). Daaruit volgt deze mensenn 
eigenschap : 

Indien de vectoren, uit het dubbelpunt naar twee ze van 
een Folium van Descartes getrokken, symmetrisch liggen ten 
opzichte van de raaklijnen in het er dan valt het snij- 
punt der raaklijnen in deze punten op de kromme. 


== 


4. De omhullende van de rechte M‚M‚,M, is op eenvou- 
dige wijze te vinden. Zij 
YDE 
de vergelijking van eene rechte. Snijdt men deze rechte 
door y=Âx, dan heeft het snijpunt als coördinaten: 


Dus zijn de parameters der ddr waar de rechte (9) 
de kromme (2) snijdt, wortels van de vergelijking: 


en 
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Le ei 
14-A3 A—p 
of : 
Aq — sah? J-3âpd-g==0, . . ; « . (10) 


waaruit de betrekking (4) ook gemakkelijk af te leiden is. 
Indien de wortels van (10) de wortels A,, A,, A; van (6) 
moeten zijn, is 


3 DI 5 
Mbt Am eee tie, 
waaruit : ! 
g=af 
volgt. Men heeft dan ook: 
8 
dn Ar Ar ArA ne 


A1 ÂÀ2 he Ag À3 ii A3Â, a A1 Â4 ie Aa À4 ar AsÂa EEn 
47 (Ar + Az + Ag + A4 — Al) = 


da ons 
ETE 
Hieruit volgt: 
dn 
En P, 
en, vermits T(&,n) de kromme (8) beschrijft, is 
Eee 
Neen n? 6 
De rechte M‚M‚,M; heeft dus als vergelijking : 
2 e 
0 vr) 1 bj en da 


en omhult de gelijkzijdige hyperbool “y= ta? 

De omhullende der rechten, die een Folium van Descartes 
in drie punten snijdt, zoodanig, dat de raaklijnen in die punten 
door één punt gaan, is een gelijkzijdige hyperbool, die de raak- 
lijnen in het dubbelpunt van het Folium tot asymptoten heeft. 


5. Bepalen wij nu de omhullende van de rechte MM, 
De punten M en M,‚ heben als coördinaten : 


gaA BAAS af gaA ga)? 


TET ce anar er a ee 
Wiskundig Tijdschrift 13e Jaargang. Á 
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De richtingscoëfficiënt van MM, is dus: 


aA? da? 
Et EA DOE EERE 
aA ze aA ik d 
1423 1 —48 
en de vergelijking van die rechte is: 
gaÂ? aA 
vers Ne 


of: 
At — ah? Hy =0. 
De omhullende ís ook een gelijkzijdige hyperbool, waar- 
van Ox en Oy de asymptoten zijn. 


Men beschouwt punten der kromme zoodanig, dat de rechten, 
die ze met het dubbelpunt verbinden, symmetrisch liggen ten 
opzichte van de raaklijnen in het dubbelpunt. De koorde, die 
twee dergelijke punten verbindt, omhult eene gelijkzijdige hyperbool. 


6. De rechte M‚,O ontmoet de raaklijn PM in T,; men 
heeft: OT, ={OM,. Daaruit volgt ook, als men den drie- 
hoek PMM, beschouwt, dat PT, ==} TM. Zoo heeft men 
de volgende stelling : 

Indien de raaklijn aan het Folium in een punt M de kromme 
in P snijdt, dan is de meetkundige plaats van het punt T,, 
dat MP in stukken T‚M en TP met verhouding —2 deelt, een 
ander Folium. 

Gemakkelijk is ook te zien, dat PO door het midden van 
MM, gaat, en dat OP=— OQ. Daaruit volgt de stelling : 

Uit een punt P van het Folium kan men (benevens de raak- 
lijn in dit punt) twee raaklijnen aan de kromme trekken. De 
koorde, die de raakpunten verbindt, omhult een gelijkzijdige 


hyperbool, en het midden van de koorde beschrijft een Folium 
van Descartes. 


Dl 


Bewijs der Stelling van Pythagoras volgens de methode 
van Äbùl Wafò 


DOOR 
Dr. J. A. VOLLGRAFF (Leiden). 


De Arabische wiskunstenaar Abûl Wafâ (10de eeuw) 
geeft de volgende constructie voor een vierkant gelijk aan 
de som van drie onderling gelijke vierkanten. 4) 

Men knipt twee der vierkanten door volgens een diago- 
naal en legt de vier helften rondom het overblijvende vier- 
kant, zooals fig. 1 aangeeft. Verbinding der hoekpunten 


Fig. 4. Fig. 2. 
A, B, C en D levert dan het gevraagde vierkant op, zooals 


blijkt uit de congruentie der weggenomen driehoeken (als 
AGF) en der toegevoegde driehoeken (als BEF. 


Deze constructie bracht mij op het denkbeeld, de stelling 
van Pythagoras te bewijzen door geometrische additie van 
— zoo mogelijk willekeurige — gelijkvormige figuren. Een 
zoodanig bewijs komt niet voor onder de 9% bewijzen, ver- 
zameld door den heer J. Versluys. ?) 

Laten eerst twee vierkanten gegeven zijn. Men snijde 
het kleinste vierkant in 4 stukken volgens de diagonalen 
en plaatse deze rondom het andere vierkant zooals bij 
Abûl Wafâ (fig. 2). Verbinding der hoekpunten A, B, Cen D 
levert dan een vierkant op, gelijk aan de som der beide 


1) Geschichte der Mathemathik”, S, Günther (Sammlung 
Schubert XVIII, Leipzig, 1908), I, p. 210. 

2) „Zes-en-negentig bewijzen voor het theorema van Pythagoras’, 
verzameld en gerangschikt door J. Versluys, Amsterdam, 1914, 
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gegeven vierkanten. AF is hierbij de hypotenusa van een 
rechthoekigen driehoek met FH en AH tot rechthoekszijden, 
en als men alle zijden van dien driehoek verdubbelt, ziet 
men, dat AB de hypotenusa is van een rechthoekigen drie- 
hoek met de zijden der gegeven vierkanten tot rechthoeks- 
zijden. — Hetzelfde geldt, als de figuur de gedaante van 
fig. 1 aanneemt (lengte van GI thans willekeurig ondersteld). 
Men kan dus evengoed het grootste vierkant in 4 stukken 
snijden en deze rondom het kleinste vierkant plaatsen. 
In plaats van uit te gaan van vierkanten, kan men regel- 
matige n-hoeken beschouwen. Een der beide n-hoeken 
worde vanuit het middelpunt O verdeeld in 2n gelijke deelen 
(fig. 3) als OAB en OBC. De driehoek OBC worde daarop 


geplaatst in den stand DAB, zoodat A OAB en AOBC te 
zamen den driehoek OAD vormen. De n-hoek is dus ver- 
deeld in » driehoeken als OAD. Deze n driehoeken rang- 
schikt men op de wijze van Abûl Wafâ rondom den tweeden 
regelmatigen n-hoek (fig. 4). De zijden OA en BG zijn nu 
evenwijdig ; immers: 

LHGD=*— 2 1800, 


LBGH=ZAOD= EE, 


zoodat ZBGH +4 /HGD + /ZAOD =180°. 


Hieruit volgt, in verband met de gelijkheid van BG en 
“OA, dat ter weerszijden van de rechte AB twee gelijke 
driehoeken (AOT en BGI) gevormd worden. Hetzelfde 
geldt voor de rechten BC, CD, DE, EF en FA; waaruit 
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men afleidt, dat de regelmatige n-hoek ABCDEFA de som 
is der beide gegeven regelmatige n-hoeken. 

Dat AB de hypotenusa is van een rechthoekigen driehoek 
met de zijden AC en GD der gegeven n-hoeken als recht- 
hoekszijden, volgt uit beschouwing van den rechthoekigen 
driehoek AIK en verdubbeling .van de zijden van dien 
driehoek. 

Doch ook bij regelmatige n-hoeken behoeft men niet te 
blijven staan. Beschouwen wij eerst een rechthoekigen 
driehoek, op welks zijden gelijkvormige onregelmatige veel- 
hoeken zijn geconstrueerd en laat de stelling van Pythagoras 
reeds bekend zijn. 


Zij ABC de driehoek met AC tot hypotenusa (fig. 5); 
ADEFCA, CGHIBC, BJKLAB stellen willekeurige gelijk- 
vormige veelhoeken voor. Men kan elk dezer veelhoeken 
op dezelfde wijze in driehoeken verdeelen. Neemt men 
b.v. de gelijkvormige driehoeken AEF, CHI en BKL, en 
daarvan de overeenkomstige zijden AB, CH en BK, zoo is 
het duidelijk, dat A AEF=ACHI+ABKL en dat een 
rechthoekige driehoek mogelijk is met AE tot hypotenusa 
en CH en BK tot rechthoekszijden. 

Omgekeerd zal het, om de stelling van Pythagoras uit 
meetkundige samenvoeging van willekeurige gelijkvormige 
veelhoeken te bewijzen, voldoende zijn te doen zien, dat de 
som van twee willekeurige gelijkvormige driehoeken een 
driehoek is, waarvan elke zijde de hypotenusa kan wezen 
van een rechthoekigen driehoek met de overeenkomstige 
zijden der beide gegeven gelijkvormige driehoeken tot. 
rechthoekszijden. 

Dit blijkt als volgt: 
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Laten CHI en BKL (fig. 6a en 6b) de gegeven gelijk- 
vormige driehoeken zijn. O (welke hier bij onderstelling 
binnen den driehoek valt) is het middelpunt van den om- 
geschreven cirkel van A BKL, zoodat OB = OK = OL. 
De loodlijnen, van uit O op de zijden neergelaten, worden 
verdubbeld, en elk der- drie eindpunten met het aan de - 
linkerzijde daarvan gelegen hoekpunt van den driehoek 


Fig. Ga. Fig. Gb. 


verbonden, zooals fig. 6b aangeeft. Zoo verkrijgt men de 
driehoeken BON, KOM en LOP, wier gezamenlijk opper- 
vlak aan dat van A BKL gelijk is. *) Nu plaatst men deze 
drie driehoeken op de zijden van A CHI, en wel A BON 
bij 1 op de zijde IC, zoodat de zijde ON langs IC valt, 
A KOM bij C op de zijde CH, zoodat de zijde OM langs CH 
valt, en A LOP bij H op de zijde HI, zoodat de zijde OP 
langs HI valt. Bij deze verplaatste driehoeken (A UIV, 
AQCR en A SHT) zijn alle opstaande zijden gelijk en 
heeft men: 


OR/LHS, STILEU,, UVR 
Immers in fig. 65 ziet men: 
ZLKB + ZPOK + Z KOM =180° 
of ZLKB +4 LPO + 4 KOM =180°. 
Dit geeft in fig. 6a: 
Z IHC + ZSHT +4 QRC= 1800, 
waaruit de evenwijdigheid van HS en QR blijkt. Enz. 


Verbindt men nu de toppen Q, S en U door rechte lijnen, 
zoo ontstaat een driehoek, welks oppervlak de som is van 


___1) Valt O buiten den driehoek, zoo wordt een der driehoeken 

BON, KOM, LOP regatief, — Valt O op een zijde van den drie- 
hoek, zoo wordt het oppervlak van een der driehoeken nul. — 
De lezer kan nagaan, dat het bewijs ook in deze gevallen doorgaat. 
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die der beide gegeven gelijkvormige driehoeken CHI en 
BKL. Immers, wegens de gelijkheid en evenwijdieheid 
van HS en QR, zijn de ter weerszijden van QS gevormde drie- 
hoeken QWR en SWH congruent. Evenzoo de driehoeken 
SYT en UYI, en ook de driehoeken UXV en QXC. Worden 
nu aan de figuur SHRQCVUITS, welke aan de som der 
gegeven driehoeken CHI en BKL gelijk is, de stukken 
QWR, SYT en UXV toegevoegd, terwijl de stukken SWH, 
UYI en QXC er worden afgetrokken, zoo ontstaat de 
driehoek QSU, welke, zooals gezegd, de som is der beide 
gegeven driehoeken. 

Laat men uit Q op HC de loodlijn QZ neer, zoo is WQ 
de hypotenusa van een driehoek met rechthoekszijden WZ 
en QZ, waarbij, wegens de gelijkheid van HW en WR 
eenerzijds, van RZ en ZC anderzijds, WZ de helft van HC 
is, terwijl QZ (= KZ’ in fig. 6b) de helft is van KB. Der- 
halve is QS (=2WQ) de hypotenusa van een-rechthoe- 
kigen driehoek met rechthoekszijden HC en KB. Evenzoo 
SU van een rechtkoekigen driehoek met rechthoekszijden 
IH en LK, en UQ, van een rechthoekigen driehoek met 
rechthoekszijden IC en LB. Dat AQSU gelijkvormig is 
met elk der gegeven driehoeken, behoeven wij na het ge- 
zegde niet meer direct aan te toonen, hoewel ook dit niet 
moeilijk zou zijn. 

Hiermede meenen wij ons doel bereikt te hebben, voor 
zooverre dit überhaupt mogelijk is. Het oppervlak van 
een kromlijnige figuur toch zal men bezwaarlijk anders 
kunnen definieeren dan als de limiet, waartoe de som van 
n door rechte lijnen begrensde figuren nadert voor n —» oo. 
Het is waar, dat definities gebrekkig zijn: men kan 
betwijfelen, of ooit van eenige zaak eene definitie ge- 
geven kan worden, die ons het eigenlijk wezen daarvan 
uwat Aristoteles noemt zò zí hv elyas) doet kennen. 


NASCHRIFT. Heeft men alleen het oog op vierkanten 
en andere regelmatige n-hoeken, zoo kan men, in plaats 
van een der vierkanten volgens de diagonalen te ver- 
knippen, het ook in 4 vierkanten verdeelen, zooals fig. 7 
aangeeft. 

Deze figuur behoeft geen nadere toelichting. Ook bij 
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fig. 1 en fig. 2 trouwens hadden wij wellicht met het 
klassieke „Zie! kunnen volstaan. 


Naar analogie van fig. 7 kan men rondom een regelmatigen 
n-hoek ..ABCD.. (fig. 8) trapezia met drie gelijke zijden 
plaatsen (als Cpbq, waarin Cp = pb = bg), waarbij Cp in het 
verlengde van DC valt. Het is duidelijk, dat de regelmatige 
n-hoek met ab enz. tot zijden de som is van den „-hoek 
.….ABCD.. en van de trapezia. Dat deze n trapezia te zamen 
een regelmatigen „n-hoek vormen, waarvan de zijde de 
dubbele hoogte van elk trapezium is, kan men o.a. bewijzen 


Fig. 8. 


door het trapezium Cpbq volgens de diagonaal Cb door te 
snijden en den driehoek Cpb zóó te plaatsen, dat bp langs bg 
en pC in het verlengde van Cq valt. De zoo gevormde drie- 
hoek is analoog met A OAD van fig. 5. 

Voor den willekeurigen driehoek bestaat, zoover ik zie, 
geen met deze laatste analoge methode. Doch wellicht 
gelukt het anderen, ook uit willekeurige gelijkvormige 
driehoeken nog op andere wijze door verknippen en 
samenvoegen één driehoek van denzelfden vorm samen 
te stellen. Zoo zou Abûl Wafâ in de 20ste eeuw nog school 
vormen, alle „Arithmetisirung der Geometrie” ten spijt. 


Di 


Naar aanleiding van Dr. B. Gonggrijps Opstellen over de 
methode van Gráffe 


DOOR 


Dr. A. KEMPE (Rotterdam). 


Aan ’t slot der opstellen door Dr. B. Gonggrijp over deeze 
methode geplaatst in dit Tijtschrift (lle jaargang afl. 4, 
12e jaargang afl. 1, 2 en 4) komt deeze zinsneede voor: 

„In de voorgaande bladzijden zullen nu de voordeelen 
duidelijk genoeg geworden zijn van een methode, die 
door eenvoud en algemeenheid alle andere ver achter 
zich laat.” 

Deeze woorden trokken mijn aandacht, daar ik mij ook 
met deeze methode hep beezig gehouden, en ook een 
poging waagde om een andere benaderingsmethode der , 
wortels eener hogere machtsvergelijking te geeven dan 
die van HORNER. Het gaat mij echter niet goet af, in ’t lange 
en breede uit te wijden over mijn eigen methode, liever 
wil ik eenige bezwaren teegen de methode van GRÄFFE 
in ’t midden brengen om dat „ver achter zich laten” een 
beetje te temperen. 

Vooraf wil ik echter opmerken, dat ik het daarin met 
den schrijver eens ben wanneer hij zegt, dat GRÄFFES 
methode veel aantrekkeliks heeft; vooreerst omdat de 
reëele wortels bijna gelijktijdig worden gevonden: ver- 
‚ volgens omdat de eint-getransformeerde zich splitsen laat 
en ten derde omdat door de getransformeerde vergelijkingen 
van zelf gevonden wort, dat de gegeven vergelijking casu 
quo reëele en complexe wortels bevat. Zeeker, dit zijn 
grote voordeelen; maar is het maken dier getransftor- 
meerde — het tableau, zoals de schrijver dit noemt — zo 
weinig bewerkelik ? 

Om dit na te gaan willen wij het transformatie-tableau 
eens in zijn geheel uitschrijven en wel voor het vierde 
voorbeelt, want voor 3e en 4e machtsvergelijkingen, die 
bovendien rechtstreeks kunnen opgelost worden, komen 
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de reekenbezwaren zo niet voor den dag, eerst bij hogere 
machtsvergelijkingen blijkt dit. 
Neemen wij dus de vergelijking: | 
LS H an5 + brt Her? + dar? +fet-g=0. . . (U) 
dan moet het volgende gebeuren om het transformatie- 
tableau te maken (wij laten in de getransformeerde verg. 
de xs maar staan, ofschoon ’t niet dezelfde zijn): 
cs Han? + brt Her? Hd? Hfr + 2=0 (wortels x, …. #5) 
—_2b See an Nat 
TEE AE her) (a°—2 -2b) 5 EE Che raed), PAST (c erker 22) 5 
1 1 
(REDE (f-—2dg) 


Rane neg Nn arn 
(a,° —2b,) (b‚2 —2a,c, +2d,) 
ern SO ALE ESSE 
ce J- zi % EE 

(c‚° —2b,d, am Nn AC Ctef, bg) 
Co ds 


2 
ij Jin Wai: Dit... L6*) 


2 
en 7 —0 (wortels 4,2... ?) 
1 


5 


2 _—2a,c, + 2d.) 
d3 +5 bs ve 
(c‚° —2b,d, + 2a,f, — 222) 5 +} (d,? —2c,f, + 2,2) 
Cz dz 
(F2 — 2d,2,) 
fe 


3 


x° 


+ 


En 


2 
8 ek (wortels «45 .…. @°) 
3 


AF OET Dd 
xe + Sas uE be Paas Et Hert dra Hfd, =0 
; 7 


; (wortels a, 128 ...a0!?®). « (2) 


Al bereekent men dit nu met logarithmen, als de coëf- 
ficiënten van (1) wat groot zijn, zoals in het IVe voorbeelt, 
waar a=—=— 9,6, b=49,92, c=—150,128, d — 320,0528, f= 
— 412.10176, g —=314,987904, dan loopt dat met geen sisser af. 
Wat te zeggen als we een 8ste machtsverheffing zo te be- 
handelen hebben ? 

De vormingswet dier coëfficiënten is echter zeer een- 
voudig en gemakkelik in reegel te brengen, wanneer men 
(1) beschouwt; hierbij worden dan de termen, die we achter 
g ons verbeelden, natuurlik 0. 


enn a 
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Maar er is nog een bezwaar. De bereekening van het 
argument bij complexe wortels benadeelt de nauwkeurig- 
heit van den coëfficiënt van 4 niet weinig, waarvan we ons 
kunnen overtuigen, wanneer wij schrijvers uitkomsten van 
IV vergelijken met de werkelike. Hij vint: 

Be — ly3dddt 1,414, 2, — 0,593 + 2,2362%, 
Live = 2,0003 4 2,64543, … 
terwijl de juiste waarden zijn : 
ebde 2e d PAAZ 
Ds — 00 A1 D=0,0 22360073 
Beet ZS 2,6457D8 

Een juistere bereekening van ’t argument doet schrijver 
vinden: voor @,,; =2,19994 + 2,655881 en wel geeft hij aan 
dat men met een bereekening van het argument met log. 
van 7 decimalen de coëfficiënt van 4 nauwkeuriger zal 
vinden, maar ’t wil mij toch voorkomen, dat als men die 
coëfficiënt in wortelvorm bereekent, men de uitkomst be- 
palen kan met onbegrensde nauwkeurigheit, waarom ik ook 
vermeeden hep het argument in mijn beschouwingen op 
te neemen. Wellicht heeft daardoor ook GRÄäFFE zich be- 
paalt tot het bereekenen van den modulus en het argument 
ter zijde ‘gelaten. 

Het is echter zeeker waar, dat, is eenmaal de eint-trans- 
formatie verg. (2) gevonden — door schrijver aangetoont 
dat dit gebeurt zodra veele coëfficiënten de kwadraten zijn 
van die der voorafgaande verg. — dat de verdere be- 
reekening der wortels zeer fraai is, maar enkel voor reëele 
wortels, want bij complexe wortels is het argument een hin- 
derpaal voor de nauwkeurigheit. Laat ons dus aannemen, dat 

Di) DL) Ds) Dy D4d) Le 
de zes reëele wortels zijn eener 6e machtsvergelijking en dat 
me Jhe5 Jkt + lat + me? +-nrt-p=0 . « (3) 


haar eint-, stel 8ste-, transformatie is, dan is: 


wss) oder Aden za VOP hide » oere —=h 


Rr (B) lt) Jar … … (8) 


Li 


@iw)2S0t (w,0s)2Set … (5) e= ke 


Due mmstselin (Se) +R) Jr. RC 


Ez 
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(e‚now3)P Sd (joan) Sed. (4d 50) St=l 


dus (z‚aw,)? eli (E) +. (AEere) “let. © 


Bries 
enz. 


Is-_nu #9 Las Ls ) LAPD MAN Ee E 
1 1 
enz. geen kleine echte breuken, hun 256ste macht toch 


teegen 1 kunnen verwaarloosd worden en dus 


(3) veranderen in RRS 

(4) > ne (ide) en 

(5) “ » (@irswg)tPt =l 
enz. 


waardoor #, gevonden kan worden; daardoor z, daar- 
door #; enz. 

Dit is het aantrekkelike van GRäFFE’s methode en al zijn 
nu ook teegen dat verwaarlozen, vooral bij veel wortels, 
bezwaren te maken, het blijft een fraaie benadering. 

Ten slotte zij 't mij vergunt eeven de vorming van het 
transformatie-tableau toe te lichten. 


Uit (1) volgt: 


Ee 


L=—d 


BE 
E, LyL2L3 iT C 
enz. 


dus (Ex)? En Ea'+2Er vo =S of, En? —a?- Er a a*—2b 
1 1 1 


„ (Er‚ro) = (LDI) FH 2E (0,2) (L3 4) =b* 
of X (a ,w,)? =b? — Zac + 2d (dit laatste na eenige herleiding) 
enz. 


„Zodat ik maar zeggen wil’ dat GRÄFFES methode niet 
geheel zonder het theorema van DESCARTES bestaan kan. 


p 
‘ 
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Driehoek-constructie uit »., , En », 


DOOR 
Dr. G. C. A. VALEWINK (Amsterdam). 


Een driehoek te construeeren, wanneer de drie stralen 
der aangeschreven cirkels gegeven zijn. 
Constructie. We weten: 


We nemen een willekeurigen cirkel en kiezen daarin een 
punt P zóódanig, dat de cirkels, die we met y,, vz en y, 
uit P beschrijven, den gekozen cirkelomtrek snijden. De 
stukken PX =y,, PY=yz en PZ =y, worden door P heen 
verlengd tot in X’, Y’ en Z’; dan zijn de stukken PX’, PY’ 
en PZ’ omgekeerd evenredig met y,, v‚ en y,en dus recht 
evenredig met s—a, s—b en s—c. Zetten we nu de 
gevonden stukken naast elkander af‚n.l. LM= PZ’, MN= PY’, 
NO=PX’ en OP=PZ/’, dan zijn de stukken LN, MO en 


tt Ee en BEN 
PAP Vane Pe 

NP evenredig met de zijden a, c en b van den gevraagden 
driehoek. Construeer met die stukken een driehoek, dan 
is deze gelijkvormig met den gevraagden; door vermenig- 
vuldiging met 7,:7’, wordt de gevraagde gevonden. 

Opmerking. Uit den eisch a+b)ce wordt de bekende 
voorwaarde voor y,, yy en y‚ afgeleid. 
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Theorema Ill 


DOOR 


J.N, VISSCHERS (’s Hertogenbosch). 


Stelling. Uit de hoekpunten A, B en C van A ABC 
(fig. 1) trekt men door een punt P drie lijnen AA,, BB, 
en CC,, die den omgeschreven cirkel snijden in A,,‚ B, 
en C,. Uit de punten A,,‚B, en C, laat men loodlijnen 


Fig. 4. 


neer op de middellijn, die door P gaat. De snijpunten 
dezer loodlijnen met de overeenkomstige zijden van A ABC 
liggen in een rechte. 


Bewijs. De lijnen AA,, BB, en CC, ontmoeten de over- 
staande zijden in E‚ F en D. De loodlijnen uit A,‚, B, en 
C,‚ ontmoeten de zijden in 4, Y en X en den cirkel voor 
den 2den keer in A,, B, en C,. 


Nu is AAC,X — AC,BX. Dus AX:0,X= AC, : BC, 


of GX == AX X BOS AO 1 LEN 
Eveneens A AC,X A C,BX, dus AX: C,X = AC, : BC, 


of CA=AN Bian AG ee 
Uit (I) en (II) volgt: | 
CX X O,X == AX? X BC, X BC, : AC, X ACs, 
maar C,X X C,X == AX XxX BX, zoodat: 
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BX _ BC, X BC, 

ARA Cit ee Â Ce 

CZ — CA, X CA, 

BZ BA, X BA, 

AV ABsX AB, 

Oan GBE CB: 

Door vermenigvuldiging dezer 3 gelijkheden ontstaat 

de betrekking: 
U A BOX BOA X CA, X AB, XAB, 
RBA 0Y AC xÁC, BA, RBA ER CB 


BO, XCA,XAB, BO, X CA, X AB, 
AC, XBA, XCB, °° AC? x BA; X CB, 


=a X f. 


Belen be BD 
Verder: AC, AD (uit de AA BCC, en ACC). 
ERA C x CE 
Evenzoo: BA, NDE 
AB, _ a XAF 
KOH er ee GE 


Door vermenigvuldiging : 
BOX CAP XxX ÁAB; 
AC, RBA RSCR 
Er op lettende, dat de middellijn PM een as van sym- 
metrie is in den cirkel, hebben wij vervolgens: 


===. 


BC, _ PB 
CRC 
CA, _ PC 
AG RA 
AB, _ PA 
BA, = PB: 


Door vermenigvuldiging dezer 3 gelijkheden volgt: 


BO, X CA, X AB, _ #4 
OENE Er an. 


Derhalve : 
BAX CZ XAM 
A BZ Oe 


zoodat de punten X, Y en Z in een rechte liggen. 


el 
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Opmerkingen. 
1. Ligt ’t punt P in M, dan blijft de middellijn onbe- 


paald. De loodlijnen A‚A,, BB, en C,C, gaan dan over 
in evenwijdige lijnen in willekeurige richting (fig. 2). 


Fig. 2, 


2. Ligt ’t punt P oneindig ver, dan worden AA,, BB, 
en CC, evenwijdig en A‚A,, B‚B, en C,C, loodlijnen op 
deze lijnen in A,‚,‚ B, en C, (fig. 3). 


Fig. 3. 


De bewijzen voor deze beide stellingen zijn eenvoudiger. 
8. ’t Eerste gedeelte van ’t voorgaande bewijs kan ook 
aldus zijn. BX en AX verhouden zich als de loodlijnen 
uit B en A op C,C, neergelaten, dus als de driehoeken 
C,C,B en C,C,A, die C,C, tot gemeenschappelijke basis 
hebben. Maar deze driehoeken verhouden zich ook als 
BC, X BC, : AC, X AC», daar zij de tophoeken gelijk hebben. 
DE BX «BDB 
en AX AC 


mee. 


ns Gad 
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Boekbespreking, 


GASTON DARBOUX. Lecons sur la théorie générale des surfaces 
et les applications géométriques du calcul infinitésimal. 

. Deuxiême partie: Les congruences et les équations 
liniaires. Les lignes tracées sur les surfaces. Deuxième 
édition, revue et augmentée. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 1915. 

Niettegenstaande de uitgever sedert het begin van den 
oorlog een plaats in het Fransche leger heeft ingenomen, 
heeft hij toch nog gelegenheid gevonden de uitgave van 
dit werk (en andere werken) voor te bereiden. Omtrent 
het le deel is een mededeeling gedaan in Jaargang XI, 
bladz. 123. Evenals dit, was ook het 2e deel reeds lang 
niet meer verkrijgbaar. 

De opschriften van de verschillende hoofdstukken zijn 
zeer uitgebreid; zij geven een korte beschrijving van wat 
behandeld wordt. Het le hoofdstuk geeft de definitie en 
algemeene beschouwingen omtrent congruenties; daarop 
volgt het onderzoek van een paar bijzondere gevallen, met 
de methode van Laplace, en een herinnering aan een onder- 
zoek, waarvan de uitkomsten te loor gingen door brand- 
stichtingen tijdens de woelingen in 1871. Het onderzoek 
van een paar bijzondere vormen van een vergelijking, die 
in eenvoudiger vorm voorkomen in de geschriften van 
Euler betreffende het geluid, en die van Poisson-Appell 
vult een volgend hoofdstuk. Daarna eenige hoofdstukken, 
waarin oplossingen van differentiaalvergelijkingen worden 
behandeld, welke toepassing vinden bij latere meetkundige 
toepassingen betreffende congruenties. Daarin heeft men 
o.a. een toepassing op optica, terwijl daarna oppervlakken 
met isotherme krommingslijnen worden onderzocht (iso- 
thermen genoemd wegens de overeenkomst van hun ver- 
gelijkingen met die van is. stelsels), rechthoekige trajec- 
toriën van oppervlakken, normalen van een oppervlak, en 
in het bijzonder het oppervlak van Liouville en daarmede 
samenhangende oppervlakken. Met congruenties van cirkels 
en cyclische stelsels is boek IV geëindigd. Boek V behan- 

Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang. 5 
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delt lijnen, die op oppervlakken getrokken kunnen worden : 
asymptotische lijnen, hoofdkromming, theorema van Meus- 
nier, osculeerende bol, enz. Dan de forimnules van Codazzi, 
verdere onderzoekingen omtrent kromming, in het bijzonder 
geodetische lijnen. De overeenkomst van de theorie van 
deze laatste met die van de bewegingsleer in het platte 
vlak wordt uitgebreid tot een nadere bespreking van de 
dynamica (Hamilton en Jacobi). 

Als aanteekeningen zijn bijgevoegd : le. over eigenschap- 
pen van orthogonale trajectoriën van een congruentie; 
2e. de beweging van vallende lichamen, en het beginsel 
der kleinste werking; 3e. onderzoek van bijzondere geval- 
len van de vergelijkingen van Laplace. 

Over den schrijver zelve en zijn werken schreef Ernest 
Lebon een overzicht, vermeld in Jaargang VII, bladz 70. 


In de Comptes-Rendus 1916, bladz. 906, geeft C. GUICHARD 
een mededeeling: Sur une classe particulière de congru- 
ences de cercles. 


L. ZORETTI. Ewercises numériques et graphiques de mathé- 
matiques sur les legons de mathématiques générales. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie, 7 frs. 

De schrijver van de „Lecons de mathématiques” (zie 
Jaargang XI, bladz. 76) stelt zich ten doel, studeerenden 
vraagstukken voor te leggen van praktischen aard, d. w. z. 
hij laat lengten meten en schatten, hoeken op het oog tee- 
kenen en daarna opmeten. veelhoeken construeeren en de 
opgegeven lengten hunner zijden vergelijken met de be- 
rekende waarden, een kegel uit een cirkelsector vouwen, 
den inhoud berekenen en controleeren (met zand, dat 
daarna gewogen wordt), pantografen en inverseurs maken, 
ellipsen, hyperbolen, parabolen teekenen uit verschillende 
gegevens. Daarna laat hij graphische voorstellingen maken 
en toepassen op een geval van treinvertragingen door een 
ongeval op een spoorweg, op vallende lichamen en lichamen 
op hellingen, enz. Verder: uit y= sint te construeeren 

4 
Yy=sin2r, y= sin oplossen asin bcosa —= ec voor 
gegeven getallenwaarden. Dan laat hij driehoeken con- 
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strueeren en de onbekende elementen opmeten en ook 
berekenen, waarna een bespreking volgt van absolute en 
relatieve fout, enz. 

Zooals te verwachten was, worden reeksen gebruikt ter 
berekening van functies, en worden stelsels vergelijkingen 
graphisch opgelost. Verder: constructie van een raaklijn 
aan een kromme lijn, ontwondenen en ontwindenden, trans- 
formaties van kromme lijnen. In het bijzonder worden 
logarithmen berekend en daarmede samenhangende functies. 
Ook wordt graphische integratie toegepast, worden diffe- 
rentiaalvergelijkingen behandeld, en gewerkt met vectoren. 
Oppervlakken (gewelven, enz.) worden uit papier gecon- 
strueerd, kaartprojecties besproken. Ten slotte worden 
schalen, en nomogrammen behandeld. 

Men ziet, dat het boek van 4. geen gewoon vraagstuk- 
kenboek is; hoewel het slechts 124 bladzijden groot is, zal 
men het niet spoedig doorgewerkt hebben. Het is buiten- 
gewoon leerzaam. 


GINO LORIA. Gwida allo studio della storia della matematiche. 

Milano, Ulrico Hoepli, 1916. 3 lire. 

De bekende schrijver heeft in dit boekje, dat deel uit- 
maakt van de Collectie Hoepli (die reeds 1500 werken 
omvat) een belangrijke bijdrage geleverd voor de bestu- 
deering van de geschiedenis der wiskunde. 

Het bestaat uit twee gedeelten. 

Het eerste gedeelte omvat een voorbereiding bij het doen 
van onderzoekingen betreffende de geschiedenis, en wel 
geeft het eerst een korte bespreking van historisch onder- 
zoek in het algemeen, daarna opsomming van de voor- 
naamste werken over geschiedenis (onderverdeeld in alge- 
meene werken, werken over de geschiedenis van onder- 
deelen der zuivere wiskunde, over de geschiedenis van 
tijdperken, over de geschiedenis van het onderwijs, enz), 
alles met meer of minder korte aanduidingen en opmer- 
kingen, en dan de wiskunde in periodieken (de groote 
tijdschriften afzonderlijk behandeld). 

Het tweede gedeelte heet: hulpmiddelen bij het onder- 
zoek betreffende de geschiedenis der wiskunde. Het be- 
handelt: algemeenheden, handschriften, biografiën en 
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bibliografiën betreffende de wiskunde der Grieken en 
Romeinen, idem van niet-Europeesche volken, biografiën 
en collecties van biografiën van wiskundigen (verdeeld 
naar de landen), verzamelwerken, catalogi, recensies en 
critieken van handschriften, en een aanwijzing, hoe men 
alle voorafgaande gegevens moet gebruiken. 

Het kleine boekje heeft een omvangrijken arbeid ver- 
eischt, maar is dan ook bij uitstek nuttig voor hen, die 
onderzoeken willen. 

De omslag is bijzonder fraai geïllustreerd. 


L. BERZOLARIL. Geometrica analitica. 
1. Il metodo della coordinate. 1911. 
IL. Curve e superficie del secondo ordine. 1916. 

Milano, Ulrico Hoepli. 

Deze boekjes maken deel uit van de hierboven genoemde 
Collectie Hoepli. Zij behandelen de analytische meetkunde 
vrij uitgebreid, en zonder vraagstukken. Voor beginners 
zijn ze dus minder geschikt; zij geven echter een goed 
algemeen overzicht, en zijn bruikbaar naast een ander boek. 
De lessen van den schrijver aan de universiteit van Pavia 
zijn er in verwerkt. 


E. Dumont. Théorie générale des nombres. Deéfinitions 
fondamentales. Collection Scientia No. 35. | 

Paris, Gauthier-Villars, 2 frs. 

Merkwaardig bewijs van kracht: De schrijver is een 
Belgisch kapitein gij de genie, en schreef het boekje aan 
den Yser in 1914 en 1915, 

De schrijver begint met de gelijkheid van twee segmen- 
ten te definieeren, en de som van twee segmenten. Hij 
neemt deelen van een rechte lijn, hoewel cirkelbogen, 
schroeflijnen en hoeken eveneens kunnen worden gekozen. 

Absoluut getal of getal zonder meer noemt hij elke wet 
van vorming van een segment met behulp van een ander 
segment; getallen zijn gelijk, als de producten van die 
getallen met eenzelfde segment gelijke segmenten opleve- 
ren; dan worden verhoudingen, het getal 1, het getal 0 
gedefinieerd. Evenzoo som, verschil, product, verhouding 
van 2 getallen. Ook: geheel getal, meetbaar getal, onmeet- 
baar getal. 
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Het tweede gedeelte handelt over het relatieve getal, 
zijnde elke wet van vorming van een vector met behulp 
van een vector. Over „gerichte hoeken” voert dit tot com- 
plexe getallen, quaternions, biquaternions. 

Het boekje, dat buitengewoon duidelijk geschreven is, 
geeft in één greep alles wat getallen betreft, uitgaande 
van een enkel grondbegrip. Daardoor zal het ongetwijfeld 
een omwenteling teweegbrengen. Uit de opvattingen van 
den schrijver blijkt ook, dat de leer der quaternions goed 
gefundeerd is. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


334. In de Annales de l'Ecole normale van 1879 gaf 
Gaston Floquet de analogie tusschen lineaire differentiaal- 
senen en lee vergelijkingen, nl. dat, als 


Er 0 an? 
Ei Id py=0 


EE vn m2 m 
dae dae” (Ut 


ontbonden kan worden in symbolische factoren 


d d 
(en Jt al lp oale (ita) Ek, 
dat dan p,=Za,, pz terre LUL Une 


Ô à da. 
Ln (mt) (M—4—1) d 
Ps DE HR 
da, 
DR 37 SA Er Ann 
da, _ da, 5 
a? a, (Mi it) — 5 : :k 
enz. | 
Als p en a constanten zijn, dan is 


evenals bij de Ree Beljrken 


pater (ea) (aas) (eta) 
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In de Comptes-Rendus van 31 Jan. 1916 geeft S. Bro- 
detsky een andere analogie. 
det (evenals rh s 


d 
GE he + as =Âs, er denke 
dan is p‚=dA;, Hana Ps == EAA Ar, 
mn MIEREN 


waarbij BE, en, m2...2,1, en 4) 9 jk. 


335. Het stelsel vergelijkingen 
yaw? Hy? He?) =a? 
vye=b? (Hy 2) 
ns dys dz =ec (edy 2) 
kan worden opgelost door 
edyte=X, avytaztyz=Y, ayz=Z 
te stellen. 
Dan heeft men: 
(KX —2Y) =as 
Tib 
X3—3XY +34 =C?X, 
waaruit volgt: 
DX — 26° (352 — C°) X —3a? =0, 
ie DENS 
| Nd TOK nb X 
x,y en z zijn wortels van 
—_ Xt? + Yr —-Z=0. 
Peridico di Matematica, 1915, bladz. 286. 


506. Een toepassing van de stelling van Wallace. 


Een veranderlijke cirkel, gaande door A en P, snijdt de 
lijnen in B en C. Wat is de m. p. van het hoogtepunt H 
van A ABC? 

Daar de voetpuntslijn van P ten opzichte van A ABC 
een vaste lijn is (de lijn van Wallace of Simson), en deze 
PH middendoor deelt, zoo zal ook de m. p. een rechte lijn 
wezen. 

Q. GIBLETT, Educ. Times 1915, No. 18010. 


Gegeven de vaste lijnen AX en AY en een punt P. 
| 


rn A ar ve 


(1 


VRAAGSTUKKEN 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur vóór 25 Jan. 1917. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
besparen door : 

le onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven ; 
dan een ruimte van 6 of 8 cl. open te laten ; 

2e daarna hun oplossing te laten volgen met opschr Elles 
TOSMHGIVAN sn tes 

3e boven de oplossing te schrijven : (Met .. . fig), als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de ARD Lege- 
moet komen door te handelen volgens le en Se. 

De redactie. zal toezending van nieuwe opgaven zeer 
op prijs stellen. 


In Vraagstuk 412, bladz. 26 van den vorigen jaargang, 
staat: 


zj 4 
Re Men leze: 2 od 
4D 1e 
0 Ô 


Hiervan worden alsnog gaarne oplossingen ingewacht 
vóór 25 Jan. 1917. 


416. De meetkundige plaats der punten, waaruit men 
aan eene cardioïde raaklijnen kan trekken, waarvan de 
snijpunten met de raaklijn in het keerpunt, dit keerpunt 
als zwaartepunt hebben, is een parabool. 

R. GOORMAGHTIGH. 


417. De meetkundige plaats der punten, waaruit men 
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aan een rechte cissoïde raaklijnen kan trekken, waarvan 
de snijpunten met de raaklijn in het keerpunt, dit keerpunt 
als zwaartepunt hebben, is een parabool. R. GOORMAGHTIGH. 


418. Men neemt bij een scheeven vierhoek ABCD een 
willekeurig punt S aan, en bepaalt de punten P,, Ps, Ps, P,, 
waarin de vlakken SCD, SDA, SAB en SBC respectievelijk 
de overstaande zijden AB, BC, CD en DA snijden. Te 
bewijzen : 


AP; BP, CP, , DE, 
PB PC SPD PATS 
Kampen | P. v. D. GRIENDT JR. 


419. De omhullende te bepalen van de ingeschreven 
cirkels van in een standvastigen cirkel beschreven drie- 
hoeken, als het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
een middellijn van den standvastigen cirkel doorloopt. 
Omtrek en oppervlak der omhullende. J.v.D. GRIENDT JR. 


420. Door het middelpunt M van den ingeschreven cirkel 
van een driehoek ABC zijn de lijnen DE, FG en HK ge- 
trokken, respectievelijk evenwijdig aan de zijden AB, BC 
en CA. De lijnen DK, FE en HG geven bij verlenging een 
driehoek PQR, welks hoekpunten met die van den gegeven 
driehoek op denzelfden cirkelomtrek liggen, terwijl het 
hoogtepunt van dezen driehoek met M samenvalt. Gevraagd 
dit te bewijzen. 

Den Haag. D. J. KRUIJTBOSCH. 


421. De tangens en de normaal in een punt M van een 
kromme lijn snijden de assen OX en OY in T, T’,N en MN’ 
De lijn, door M evenwijdig aan T’N getrokken, snijdt OX 
in P. Als Q het voetpunt is van de abscis van M, vraagt 
men de krommen te bepalen, voor welke P het midden 
van TQ, is. 

DR. J. ROSE. 


422. Gegeven de kegelsneden: 
k,=ar?. +by* —1=0 en k,=ar? +by? —2=0. 
1°. Een willekeurig punt P van k, bezit de eigenschap, 
dat de projecties van P op de assen, en het middelpunt S 
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der poollijn van P ten aanzien van k, op een rechte liggen. 
(De poollijn wordt gemeten van het eene snijpunt met k, 
tot het andere). 

20, Hoe luidt de overeenkomstige eigenschap voor de 
ruimte ? 

50. Wat is de meetkundige plaats van P, als het punt S 
wordt vervangen door de projectie van het middelpunt O 
van k, op de poollijn van P ten aanzien van k,? 

J. TUMMERS. 


423. Gegeven een kwadratisch oppervlak O, en hierop 
een willekeurige kegelsnede k,. Een kegel, met k, als 
richtlijn, snijdt O nog volgens een kegelsnede k,. Bewijs, 
dat de top van den kegel op een kwadratisch oppervlak 
O, zal liggen, als het vlak van k, door een vast punt P 
gaat. Dit oppervlak O, zal gaan door k,,en 0, nog snijden 
volgens een kegelsnede k,, welks vlak het poolvlak is van 
P ten aanzien van O,. Bepaal het middelpunt van O,, en 
beschouw hierbij het geval, dat k, een hoofdsnede is. 

J. TUMMERS. 


424, Op een gegeven cirkelomtrek liggen 2 vaste punten 
A en B en een beweeglijk punt M, Men trekt door de 
middens van de bogen MA en MB de rechte A/B’. Uit M 
laat men de loodlijn MP neer op A/B. 

Gevraagd welke kromme P beschrijft, als M zich langs 
den cirkelboog beweegt ? 


425. Om een ellips is een parallelogram ABCD beschre- 
ven. F en F, zijn de brandpunten van de ellips. Te 
bewijzen : 

R (FAB) = R(FBC) =R(FCD) =R(FDA). 

[R(FAB) wil zeggen: straal van den omgeschreven cirkel 
van driehoek FAB]. 

Rotterdam. C, S. Vv. VEEN. 


426. Verbindt men de middens der zijden van een drie- 
hoek met een willekeurig punt van de rechte van Euler, 
en trekt men uit de 2de snijpunten dezer rechten met den 
negenpuntsceirkel lijnen naar de voetpunten der overeen- 
komstige hoogtelijnen van den driehoek, dan zullen deze 
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lijnen elkander ook weer snijden in een zelfde punt van de 
Euler-lijn. | 
’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 


421. Bepaal de meetkundige plaats van het punt P, zóó 
gelegen, dat de afstand van dat punt tot een gegeven rechte 
lijn, en het kwadraat van de raaklijn uit dat punt aan een 
gegeven cirkel getrokken, een gegeven constante verhou- 
ding hebben. Men vraagt een elementaire oplossing. 

Rotterdam. J. A. WERTENBROEK. 


428. Construeer, door gebruik te maken van vraagstuk 414: 

a) een cirkel, welke een gegeven rechte lijn, en 2 ge- 
geven cirkels beide op dezelfde wijze raakt; | 

b. een cirkel, welke een gegeven rechte lijn, en 2 ge- 
geven cirkels uitwendig, resp. inwendig raakt. 

Hoe worden de constructies, als een der cirkels of beide 
in punten zijn overgegaan ? J. A. WERTENBROEK. 


429. A, Gegeven een driehoek A,A,A;. Aan den omge- 
schreven cirkel trekt men een raaklijn, welke dien cirkel 
raakt in een punt, gelegen tusschen de beenen van A. 
l,, ls en !l3 zijn de loodlijnen, uit A,‚, A, en A; op die 
raaklijn neergelaten. 

Bewijs: A,‚AsV7, = A, Aas + AsAal4,. 


B. Gegeven een driehoek A,‚A,A;. Op den omgeschreven 
cirkel neemt men een punt P, gelegen tusschen de beenen 
van ZAs. U,, Ul, en !; zijn de loodlijnen, neergelaten uit 
P op de raaklijnen, in A,, As en A; aan den omgeschre- 
ven cirkel getrokken. 

Bewijs: A,As 1, =A,A, 13 H AsAol/1,- 

J. A. WERTENBROEK. 


430. Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn de 
tophoek, de bissectrice van dien hoek, en het verschil van 
de opstaande zijden. J. A. WERTENBROEK. 
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Vraag en Äntwoord, 


Vraag 112. Gevraagd de oplossing van het vraagstuk 
No. 2 K; Differentiaal-rekening 1914. 
Gegeven is, dat w afhangt van w en v. Indien # en y 
aan w en v verbonden zijn door de vergelijkingen: 
2d y=2e'cosv 
n—y=2ie“sinv,- 
‚ vraagt men: 


deer OZW 
du? Tot 
uit te drukken in differentiaalquotiënten van w ten opzichte 
van x en y. 
Utrecht. Dr. Jom. A. VREESWIJK. 


Vraag 118. Gevraagd de oplossing van het vraagstuk 
No. 3 K; Differentiaalrekening 1914. 

De rechthoekige coördinaten # en y van een punt eener 
vlakke kromme zijn in de veranderlijken w en v uitge- 
drukt door de vergelijkingen : 

L == A COS U + b COS v 
y=asinud-bsinv, 
waarin a en b constanten zijn. 

Gevraagd wordt den kromtestraal in de veranderliĳjken 
wen v uit te drukken. 

Utrecht. DR. Jon. A. VREESWIJK. 


Vraag 114. Gevraagd de oplossing van het vraagstuk 
No. 2 K; Integraalrekening 1914. 
Gevraagd de viervoudige integraal te berekenen : 


|| [ac ay acar, 


als de integratie wordt ‘uitgestrekt over alle positieve 
waarden van #, y, z en w,‚, die voldoen aan: 


xc aya Zen ear 
Utrecht. Dr. JoH. A. VREESWIJK. 


Vraag 115. Gevraagd de oplossing van het vraagstuk 
No. 3 K; Integraalrekening 1914. 
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Men vraagt met behulp der substitutie rz de oplos- 
sing der differentiaalvergelijking 
dy 1 dy 


Orr Re ien 
tot quadraturen terug te brengen. 
Utrecht. | DR. Jon. A. VREESWIJK. 
Correspondentie, 


Een paar opmerkingen betreffend „Uit Buitenl. Tijdschriften”. 
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149, bladz. 213, Te jaarg. B, en C, liggen symmetrisch 
met B en C ten opzichte van de hoogtelijn AA, in A ABC, 
en worden op AC en AB geprojecteerd in B, en C,. Nu zijn 
B, en C,‚ met A, collineair (met trigonometrisch bewijs). 

DEGNELDRE, Mathesis 1909. Question d’examen. 

Deze rechte is geen nieuwe rechte in het vlak van den 
driehoek. Het is niets anders dan de rechte van Wallace 
voor het snijpunt A, van de verlengde hoogtelijn AA, met 
den omgeschreven cirkel. | 

Het bewijs is eenvoudig. De loodlijn uit A, op AB 
snijdt BC in een punt C,, zoodat A‚C, = A,C; want 
ZZAN GAS BAARNSE ZMAN Ui AR: 


IT. 


265, bladz. 234, 10e jaarg. Een punt P in het vlak van 
een geliĳjkzijdigen driehoek ABC projecteert men op de 
zijden a, b, cin A,,B,, C,; de som van AB,, BC, en 
CA, is gelijk aan 14 AB. | 

Bure, Mathesis 1912, Question d'examen. 

Deze eigenschap geldt niet alleen voor den gelijkzijdigen 
driehoek, maar voor iederen vlakken of scheeven veelhoek 
met gelijke zijden, en voor een geheel willekeurig gelegen 
punt P. Zij V in A PAB de projectie van P op AB, dan is 

PA? —PB? = AV? — BV? =(AV + BV) (AV — BV) = 
= 2 XABONN 


Ti 


waarin M het midden is van AB. Is nu P het punt, a de 
zijde van den veelhoek, en zijn A, B, C, enz. de opeenvol- 
gende hoekpunten, M,, M‚,, Ms, enz. de middens van 
AB, BC, CD, enz, V,, Vs, Vs, enz. de voetpunten der 
loodlijnen uit P op AB, BC, CD, enz, dan heeft men achter- 
eenvolgens in de driehoeken PAB, PBC, enz: 

Ja X M,V, == PA? — PB?, 

Jax MV ,=PB? — PC?, enz. 

Door optelling volgt hieruit: 
BERN 0 ROL ZM Ver (0) 

of AV; —tat-BV,;—lad....=0 
of ZAV,=4omtrek. 


Men vergelijke jaarg. 1 bladz. 248 van het Wisk. Tijd- 
schrift; een aanhaling uit Vuibert, Journal de Matn. Elem. 
van 1 Mei 1905 met bewijs van C. A. Cikot. 


’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 
$ 


Gemiddelde Driehoeken. 


Naar aanleiding van „Uit Buitenlandsche PEER 
XIe Jaargang, bladz. 247. 


In een driehoek ABC, waar 2a =b + ec, heeft men nog 
de volgende eigenschappen : 

1°. Het punt van Feuerbach is het andere uiteinde van 
den diameter van den ingeschreven cirkel, die door het 
raakpunt met de zijde BC gaat. 

20, Het punt van Feuerbach is het midden ‘van de 
rechte, die A met het punt van Nagel verbindt. 

Een driehoek, waarin 2a? =b?+c?, heeft ook merkwaar- 
dige eigenschappen: 

1°. De rechte, die het zwaartepunt met het punt van 
Lemoine verbindt, is evenwijdig met BC. 

20. Het punt van Lemoine is de projectie van het middel- 
punt van den omgeschreven cirkel op de symmediane uit A, 

8. Het punt van Steiner is het punt, waar de zwaartelijn 
uit A den omgeschreven cirkel snijdt. 

40, De raaklijnen, uit A getrokken aan den cirkel, die 
door B, C en het hoogtepunt gaat, zijn gelijk aan BC, 

5°. De afstand van de dsogene punten van den driehoek 
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is uit A onder een rechten hoek, uit B en C onder hoeken 

van 30° gezien. 

„ 6%. De raaklijnen in A, B, C aan den omgeschreven cir- 

kel vormen een driehoek, waarvan het Fewerbach-punt het 

punt is, waar de symmediaan uit A den cirkel ABC snijdt. 
70, De loodlijn, uit het zwaartepunt op BC neergelaten, 

gaat door het middelpunt van den cirkel van Brocard. 


Londen. __R. GOORMAGHTIGH. 


Op bladz. 248—250 (aflevering 4 van den vorigen jaargang) 
worden twee kubische krommen uit de leer van den drie- 
hoek besproken. Het spijt mij, dat ik hier nu de noodige 
inlichtingen niet heb, om daarover voor het W. T. eene 
volledige bibliographie te schrijven. Maar wel zeker is het, 
dat deze krommen reeds lang vóór het verschijnen van de 
vraag van Prof. Piceioli in het Periodico, bekend waren. 

De Longchamps schreef er over (in het J.de Math. Spéc. 
denk ik), Prof. Neuberg en P. H. Schoute zonden eene mede- 
deeling nopens deze krommen voor het Congres van Mar- 
seille (1891) („,Ass. franc. pour lav. des Sciences”). 

De eigenschappen, in het W. T. opgenomen, zijn ook 
meestal bijzondere gevallen van die der kubische krommen, 
die anallagmatisch zijn, in normaal- of barycentrische coör- 
dinaten (bijvoorbeeld ook de 17-punten kubiek). | 

Ik ontmoette ook deze krommen bij het onderzoeken van 
de orthopool, en vond daar stellingen van een anderen aard 
(sur lorthopôle d'un diamêtre du cercle circonscrit à un 
triangle, J. Math. Elém, Vuibert, 38e jaargang, bladz. 109). 
Bijvoorbeeld : 

„De kegelsnede, die de zijden raakt in de projecties van 
een punt P van y op de zijden, gaat door den orthopool 
van de rechte, die P met het middelpunt van den omge- 
schreven cirkel verbindt.” 


Londen. R. GOORMAGHTIGH. 
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Necrologie. 


Dr. N. QUINT. + 


Tot ons leedwezen moeten wij het overlijden 
vermelden van een der werkzaamste medewer- 
kers van ons Tijdschrift. | 

Dr. NICOLAAS QUINT werd 25 April 1862 te 
Amsterdam geboren. Hij deed in 1880 eindexamen 
H.B.S. en in 1881 Staatsexamen; studeerde in 
Amsterdam en promoveerde daar 28 Jan. 1888 
op proefschrift „De Wervelbeweging” (promotor 
Prof. Korteweg te Amsterdam, verdere leer- 
meesters Van ’t Hoff, v. d. Waals, Van Pesch). 

Reeds vóór zijn promotie was hij tijdelijk werk- 
zaam te Amsterdam bij het M. O., en werd in 
1886 vast benoemd tot leeraar aan de H.B.S. te 
Dordrecht. In 1898 werd hij leeraar te Den Haag, 
eerst aan de H.B.S. a/h Bleyenburg, en later, 
bij de oprichting van de nieuwe H.B.S. met 
D-). cursus, aan de Stadhouderslaan. 

In 1906 werd hij benoemd tot directeur aan de 
H. B. S. met 3-j. cursus aan de Raamstraat, welke 
betrekking hij tot aan zijn dood vervulde. 

Hij overleed op 29 Augustus aan meningitis. 

Dr. Q. had een belangrijk aandeel in de op- 
richting van het W. T., en de lezers kennen, 
uit het groot aantal mededeelingen van zijn hand, 
zijn groote belangstelling voor het W. T. Zijn 
medewerking werd zeer gewaardeerd. 
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Nieuw verschenen werken. © 


(Door de Redactie ontvangen.) 


C. VOLKER. Opgaven over Meetkunde voor M.U. L. O., 
Kweek- en Normaalscholen. 
2e en 3e stukje, 1916, beide f 0,45. 
Uitgever W. Zwagers, kotterdam. 


Dr. A. VAN THIJN. Inleiding tot de Beschrijvende Meet- 


kunde. 1916. - 
Uitg. J. B. Wolters’ Uitg.-Maatschappij, Groningen. 


Dr. B. GONGGRIJP. Tafels in vijf decimalen. In vier 
vormen: A, B, C en D verkrijgbaar. 
Uitg. P. Noordhoff, Groningen. 


F. J. VAES. Tafels van de 2e en 3e machten, en van de 
2e- en 3e-machts wortels in 7 dec. Rentetafels in 8 dec. 
Logarithmen in 3 dec. Sinus en Tangens in 3 dec. 
1915. f 0,25, 

Uitg. Boymans’ Boekhandel, Rotterdam. 


Ook ontving de redactie de rede van DR. J. WOLFF 
over: „De nieuwere onderzoekingen op het gebied van 
algebraïsche oppervlakken” (Uitgever Kroesen, Amster- 
dam), gehouden 2 Februari 1916, bij de opening van zijn 
lessen in de wiskunde als privaat-docent aan de Univer- 
siteit te Amsterdam. 


”) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 


he en Sn ed nd a 


öl 


lets over de lijn in het oneindige 


DOOR 
C. L. DOORMAN (Zeist). 


Op iedere rechte lijn van de ruimte ligt één punt in het 
oneindige. Daaruit volgt dadelijk, dat de meetkundige 
plaats van deze punten een figuur van den eersten graad 
moet zijn, dus een plat vlak. 

Een willekeurig vlak V wordt hierdoor dus gesneden in 
een rechte, de lijn in het oneindige van V. De vergelijking 
van deze lijn in Cartesische coördinaten op te schrijven 
zou onmogelijk blijken. Men moet dus zijn toevlucht nemen 
tot homogene- of driehoeks-coördinaten. 

Voor hen, die niet gewend zijn met deze coördinaten te 
werken, moge een korte uiteenzetting voorafgaan. 

Men neemt drie, niet door één punt gaande, rechten aan, 
de coördinaatassen (zie fig. 1). Ieder punt P van het vlak 


heeft nu tot coördinaten drie getallen, #,, #, en x;, die 
evenredig zijn met de afstanden van P tot de drie assen. 
Noemt men deze afstanden h,, h, en h;, dan is dus: 


®, = eh, 
TEE 
3 — £hz 


Let men goed op het teeken der afstanden (voor de 
punten links van O,O, is het teeken van kh; tegengesteld 
aan dat van de punten rechts van die as, enz), dan ziet 
men, dat ieder punt van het vlak ondubbelzinnig bepaald 
is door de verhoudingen van 2 coördinaten tot de derde. 

(In de betrekkingen (1) is p evenredigheidsfactor). 

Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang. 6 
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Het zal nu geen moeite kosten, in te zien, dat een rechte 
lijn door een homogene eerste-graadsvergeliĳjking wordt 


voorgesteld : 
AP, HAL TAL = 0. 
De assen zijn: 


| xc —0 
Ln 
ers 
Trekt men nu AO, //0,0;, dan is de vergelijking van AO,: 
_ sin y 
Bet sina …° 

mensa 

Evenzoo BO;: LS inz Lr 


De evenwijdige lijnen O,0O; en AO; snijden elkander dus 


‚ in een, in het oneindige gelegen, punt P. 


Evenzoo de lijnen 0,0, en BO; in Q. 
De lijn PQ is dan de lijn in het oneindige, en de ver- 
gelijking hiervan is dus: 


TL, Lz L3 
sin 
zakaat 0 1 
sin « == 0), 
sin 
EL 0 
sin « 


of uitgewerkt : | 
xe, sina + 2; sin £ + x3 sin y =0. 

Men ziet dus, dat er geen principieel verschil bestaat 
tusschen de lijn in het oneindige en de andere lijnen van 
het vlak. 

Nog eenvoudiger kan men als volgt handelen: 

Neem als assen de X- en Y-as van een Cartesisch coör- 
dinatenstelsel en de lijn in het oneindige, en noem dan 
Li, L2 en #3 voortaan #,y en z, dan stelt z=0 de lijn 
in het oneindige voor. 

Van groot belang zijn bovenstaande beschouwingen, als 
men het beloop van een kromme in het oneindige wil 
bestudeeren. 

Zij een kromme c@) voorgesteld door : 


oP =p) (wo, 7) + ol Dz, g) +. =O, 


waarin o(%) (a, y) homogene functies van de kde orde in x 
en y zijn. 
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Men maakt nu de vergelijking homogeen, d. w. z. men 
neemt de lijn in het oneindige tot derde as voor het 
driehoeks-coördinatenstelsel, aldus : 


0D (oo, y) Hop D (on, ) + tp Dg). (2) 

De punten in het oneindige van deze kromme vindt men 
nu door z=0 te stellen. 

De singulieriteiten in het oneindige kan men nu even 
gemakkelijk vinden, als die in andere punten. Ook het 
vinden der asymptoten geeft niet meer bezwaar dan dat 
voor een andere raaklijn. 

Als men in de vergelijking (2) de letters y en z ver- 
wisselt, dan zal de kromme, die door de zoo ontstane 
vergelijking wordt voorgesteld, zich ten opzichte van de 
X-as evenzoo gedragen als de oorspronkelijke kromme ten 
opzichte van de lijn in het oneindige. 

Zoo kan men dus het gedrag in het oneindige van een 
kromme aanschouwelijk maken, 

Voorbeeld. 
Nemen we als voorbeeld de kromme, voorgesteld door 
ylan —y°) ==? 
(folium van Descartes, 1638). 

Maken we de vergelijking homogeen, dan komt er: 

f=y(axz —y?°) —x? =0. 


z=0 geeft: xs + ys =0 
of (wy) (w° — ay + y*)=0, 

De kromme heeft dus één reëel punt P in het oneindige, 
waarvoor #=—gy en 2=0 is. 


Zooals bekend is (zie theorie der homogene functies), 
wordt de Zee 5 een Boes (@,,Y1, 2) voorgesteld door : 


De reëele B hens in P) wordt dus: 
X (— 3?) + Y(— 3x?) + Z(—ax?) =0 


of XHY4zZ=0. 


Gaat men nu weder naar Cartesische coördinaten over, 
dan stelt men z=l en de asymptoot wordt: 


a 
PY 


sd 


Daar deze asymptoot drie samenvallende punten in het 
oneindige met de kromme gemeen heeft, is het een z.g. 
buigasymptoot. Verder heeft de kromme in O een dub- 
belpunt en het beloop is dus als in teekening (zie fig. 2). 
(Voor het construeeren gebruike men poolcoördinaten.) 


Fig. 2. 

Wil men nu zien, hoe de kromme zich in het oneindige 
gedraagt, dan verwisselt men y en z. Het buigpunt B 
komt dan op de X-as en het dubbelpunt gaat van O naar 
het oneindige. 

De vergelijking der nieuwe kromme is dan: 

z(ary —2°) —t® =0. 
De vorm is dan als in fig. 3. 


Yas 


De neemt 


| 
Fig. 3. 

Er gaan twee takken naar het oneindige, één met de 
Y-as tot asymptoot en één parabolisch met de lijn in het 
oneindige (z=0) tot raaklijn. 

Voor toepassing van driehoekscoördinaten zie men Jg. I, 
bl. 854 V, bl. 365 VIL Ml 194 Red. 
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Ken voorbeeld van de Reeks van Fibonacci. 


In de 8e jaargang van dit tijdschrift deelt de heer Rose 
op bladz. 160—162 enkele eigenschappen mede, die voor- 
komen in het Nyt Tidsskrift 1911, en die toebehoren aan 
de reeks van Fibonacci; in de Ile jaargang op bladz. 
164—168 voegt de heer Goormaghtigh daar nog enkele 
andere aan toe. De bedoeling van het stukje, dat ik hier 
ter lezing aanbied, is om een voorbeeld te vermelden, 
waarbij de bedoelde reeks te voorschijn komt. 

Het is bekend, dat sinds de verschijning van het werk 
van Abraham de Moivre onder de tietel: „A treatise on 
annuities” in 1725, waarin hij de aantallen levenden in een 
sterftetafel volgens een rekenkundige reeks deed afnemen, 
verschillende pogingen zijn gedaan om het aantal levenden 
voor elke leeftijd door een analietiese funksie uit te drukken. 
Op dezelfde wijze is later getracht het aantal ziektedagen 
per jaar door een vergelijking aan te geven. Een van de 
eerste pogingen daartoe is die van Seratchley in zijn 
„Treatise on Life Assurance Societies and Friendly Socie- 
ties”, In de 10e uitgave van dit werk van 1859 vond ik op 
bladz. 106 e.v. en in een Appendix op bladz. 38, dat 
scratchley meent de „true law of sickness” te hebben 
gevonden. Vanaf de leeftijd, waarop de kinderziekten voorbij 
zijn, volgens hem 15 jaar, is er voor ieder mens onafhan- 
kelik van zijn leeftijd een zeker konstant mieniemum aantal 
ziektedagen C per jaar; dit aantal hangt af van ras, klimaat 
e.d, en bedraagt voor Engeland 5 à 7 dagen. Dit aantal 
wordt nu nog verhoogd met een aantal dagen c,, dat 
afhankelik is van de leeftijd; het is zo geregeld, dat het 
voor een bepaalde leeftijd gelijk is aan de som van de 
verhogingen, die gelden voor de leeftijden, die respectie- 
velik 5 en 10 jaar minder zijn. 

Men heeft dus: 

mer Ree, 

Noemt men het gehele aantal ziektedagen per jaar voor 

iemand van «x jaar Z,, dan heeft men: 
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Zig =0 Jog en 
Substietueert men de waarden voor o,, o,_5 en 010 
volgens (2) in (1), dan komt er: 


Zie = Lie 5 Art Ce 
Evenzoo is | | 
Zin5 Lr 10 TE Lal Ge 

Uit (3) en (4) volgt door eliemienatie van C: 
enk an en EG) 


Met behulp van deze vergelijking kan het aantal ziekte- 
dagen voor alle leeftijden worden gevonden, wanneer men 
slechts die van een paar leeftijden kent. We hebben dit 
volledigheidshalve medegedeeld, om nu echter in het bie- 
zonder te spreken over het verband tussen de letters o. 
Uit ld volgt:e 
Oy10 S Oad5 Tt Ow 


Ty15 SCad-10T O445 


mr 20445 + oz 
T4-20 S Tah15T 9-10 

== Î0 15 +20, 
Tr25 SOa20T Ca15 

Tr IT 415 + 30. 


Algemeen: 
Oan in Een 
waarbij de koëffiesiënten zijn verbonden door de betrekking 
bn 1 = bt bnl 
en dus termen zijn van de reeks 
lb 1ee2, 31508213 Bn earn 

Deze reeks is nu juist die van Fibonacci. 

Utrecht. J. DU SAAR, 


87 


Een bewijs voor een bekende stelling van een 
rechthoekig viervlak, 


Men kent het bewijs voor de vierkanten van de stelling, 
dat bij een rechthoekig viervlak de som van de opper- 
vlakken van de 3 rechthoekige vlakken gelijk is aan het 
vierkant van het oppervlak van het vierde vlak, waarbij 
gebruik wordt gemaakt van de stelling, dat in een recht 
viervlak het oppervlak van het zijvlak, waarop een ribbe 
loodrecht staat, middelevenredig is tussen het schuine vlak 
en de projectie van het eerste daarop. 

Wellicht is het hier volgende bewijs niet aan iedereen 
onbekend, maar ik vond het in geen mij bekend boek, en 
meende daarom, dat het hier een plaats mocht. hebben. 

Noemt men de rechthoekige vlakken A, B en C, en de 
rechthoekszijden hiervan resp. b en c, c en a, a en b, 
dan heeft men: 


À = }be, B ==} ca, Cis 0 
dus: He BO == tbe Fe cta? J a°b2), 
Noemt men verder het vierde vlak D en zijn zijden 
gen: d, e en f, dan is: 
=iv(dHetf)(dHe—f (det f)(—dtef) 
D: =de f)(d He f)(d—etf)(ddetf) 
=d (d He)? — FUL (de), 
waarbij d=l(a? Jb?) e=V(b? He), f= Ve? +a?),_ 
zodat men heeft: 
D?= ID (a? Hb) HW (bt CPJP — et — al X 
RIC td [lat dbi) DE In GE)EN| 
=} IE ((a?b2) (02HC°)] +54 NI Ta*tb®) b2H-C2) — be; 
—{(a? Hb) (b7 Het) —bt 
—= H(a?b? + bee? + Cc?a?), 
zodat D? =A? B? + C?, 
Utrecht. J. DU SAAR. 
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De Vimpossibilité de résoudre une équation de degré 
supérieur au Áième par des moyens purement algebriques 


PAR 
Dr. A. KEMPE (Rotterdam). 


On sait qu’ ABEL en 1824 a publié une brochure dans 
laquelle pour la première fois il démontre le théorême 
fameux : que les équations de degré supérieur au {ième n’étaient 
pas résolubles par des moyens purement algébriques ; ca, après 
bien des tentatives infructuenses de mathématiciens célêbres 
pour résoudre les équations de 5ième degré et plus élevées 
encore. 

Cette brochure parut à Christiania chez Grondhal & son; elle 
était écrite en norvégien et fut traduite en 1826 par CRELLE 
en allemand et placé à l'instigation de l'auteur dans son 
Journal. En même temps un appendice explicatif fut placé 
par ABEL dans le Bulletin des sciences mathématiques etc. 
de FERUSSAC. 

Non obstant tout ca et malgré les: „il est clair”, „il est 
évident” etc. il est à craindre qu’en général on n’a pas 
bien compris cette demonstration, car il n'est presque pas 
de livre, qui traite de lAlgébre supérieure, où cette démon- 
stration est autrement citée que par les mots „on sait 
qu’ ABEL a démontré que les équations etc”: jamais une 
répétition n’est donnée et vraiment là, elle aurait été à 
sa place. 

Ainsi donc ce théorème est devenu une sorte de credo 
de quoi on n’ose douter, vu l'autorité d'ABEL : il se propage 
de génération en génération comme quelgue chose abso- 
lute, où le doute n’est pas permis. 

Á'ùssi moi je me déclare un croyant, RSA. je tentai 
de changer le credo en savoir... hélas, sans résultat ! 
Je ne comprends pas bien sa démonstration, quoique plu- 
sieurs furent mes lectures dans ses ceuvres complètes 
(Christiania, Grondhal & son 1881, Tome I p. 28, 66 & 87). 
J'ai tâché de trouver une démonstration simple de ce 
théorême, avec quoi — qu'il soit dit en toute modestie — 


je erois avoir réussi, mais...... enfin, voici mon raison- 
nement. 


Ce que nous savons de résolution purement algébrique 
des équations supérieures se borne à une équation de 3ième 
et 4ième degré et il faut que ca ce fasse par une substitution 
linéaire d'un nouvel inconnu et d'une quantité auxiliaire, 
dont on disposera après et c'est par là qu'on aboutit à des 
_équations à caractère de 2ième degré, 

Je sousligne substitution linéaire, car les substitutions étant 
non-linéaires, Y'équation substituée et les équations des quan- 
tités auxiliaires, qui en sont la suite, seraient d'un degré 
trop élevé, ce qui n’est pas à désirer. 

Ainsi Yéquation de 3ième degré n'est autrement résoluble 
purement algébrique, que de la manière suivante, étant 
une petite variation de la manière bien connue. 

a 


cs dan? dbed-e=0 ou #3 Jr? X 3 —=-—ber—ce.. (1) 
2 
Additionnant des deux côtés 3x X (2) + ee on aura: 


ee ee, 


Mettant en (2) chip zg on aura: 


8 ab — Za? — Zie 
Hia Am 
Posant en cette Bme y= mz, on retient: 


nd Terrls6 
ms + 3mz(m +2) +23 — En — ’) (m- 2) = si ot in 
ou mm + (mz ae Ge) (mz) +23 = ie (3) 
Maintenant quand of dispose de m de manière que: 
nen E0 ou RT Ea 
ee Bike 
Péquation (5) prend la forme: | 
a? — 3ab Jab — 2a? — 21e 
tn tl 


équation de 2ième degré en z? qui resout (1). 
Nous voulons passer sous silence la discussion des racines 
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de (1) pour mieux fixer l'attention à la manière de solution. 
Elle exige que m + z disparaisse en (3), mais non seulement 
ca, il faut aussi que le coëfficient de m + z soit une équa- 
tion de premier degré en mm, pour que m soit exprimable 
en fonction de z comme diviseur. Si ces conditions ne sont 
pas remplies, la réduction de (1) à (4) n’est plus possible. 

Maintenant nul autre équation de degré supérieur est réductible 
de cette manière, car prenant p. e. Yéquation de 4ième degré, 
on aura: | 

VS ADR 
mt —2m2z? + (me + b) (m +2) + 

3 
HEt telmtate=d, © 

et lèquation de Dième degré, en Mk un peu les 
coëfficients : 
m3 + [5m?z (a, + De?) m? + 2a,z Dz? + bj) m + 

Hai? +biete,l(m-2) Jz =d, « « « (6) 
ce qui ne donne rien ce qui ressemble à une réduction 
selon (4). . Passons done en silence les équations d’encore 
plus haut degré. 

L’équation de 4iëme degré cependant peut être réduite 
d'autre maniêre. Aussi cette réduction veut une substitution 
linéaire d'un nouvel inconnu et d'une quantité auxiliaire 
à disposition. On en a de differentes, pourtant elles passent 
toutes par une équation de 3ième degré. La suivante peut 
être est la plus simple. 


Posons en xt Har? + br? +eedd=0 ..... (1) 
=y Jm, d'où (7): 

re Gs dn 

zit (mt J- En en cm td) _ psa | (8) 

et disposons de m de manière que U, soit = (2): AA) 


Nous aurons ce qui suit: 


yay’ +by° teut 1) =0 sa 
startje) 0 sv 


Posons ayh =2 ou vite ER enn AAR 


y° 


ate 


| Weede) 
ge 5 + (id a,* a, 
d'où (10): aaa db —2a,e, =0 « . « « « (12) 
et zm zat EV (ta,t—a,?b, +2a,e,) 


ce qui substituée en (11) nous fait connaître les quatre y 
et par suite les quatre x. 

Remarguons maintenant que (9) est une équation de 3ième 
degré en m et que par suite la résolution de (7) passe 
aussi ici par une équation de 3ième degré. Cette équation 
est la suivante: 

16d + 2ac + a°b —4b? 8ad + a?c — Abe 
Zak eier PR 
a°d—c? 
ON pe; Ohms 120) 

Laissant de côté la discussion des racines, nous re- 
marguons: que toute équation de degré pair a un terme au 
milieu ; que par conséquent elle est susceptible à une résolution 
comme la précédente et que par suite toute équation de degré 
2n peut être réduite à une équation de degré n‚ mais que ca 
ne ce peut effectuer, sans que certaines rélations entre les coëf- 
ficients de Véquation primitive soient remplies. Encore: puisqu’il 
est toujours possible de réduire par une multiplication d'un 
facteur a —p, (p étant connu) toute équation de degré 2nH-1, 
qui n'a pas un terme au milieu, à une équation de degré pair, 
qui en a un, ces équations de degré impair aussi sont réductibles 
de la manière que nous avons exposée ci-haut. 

On se demande maintenant: quelles sont ces conditions ? 


Pour ot Haat 4 bat Hemtd=0, Pest: d=ix(E) 
„ RS Han? Hbart + er? + da? + fr Hg =0, 

3 2 

se sont: g=lX (5) ‚f=axX gj) 


r nr Hart dbm? Hea? + det + ft H gard ha + k=0, 
ce sont: k=ix(E) h=aX HE g=bX EEn, 


c Cc 
Pour «t° + ax? + bes + ea? 4 dr + fr? + 
get + ha + ka? H- la + m=0, 
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ce sont: m == 1 x(8), l=a XxX (5) 


ainsi que par là, 
une équation de degré 4ième est réduite à une 2ième, 


= N En 4 Giëme 5 " 2 gième 8 
” bb} ” „ gième ’ ”„ ” ’ 4ieme, 
’ EE) ” ” 10iême ” ” ” Dieme, etc. 


Cette belle et simple loi, qui commande ces conditions, 
mieux vaut de ne pas l'exprimer en beaucoup de verbiage, 
chacun de sa propre manière pourra trouver ses termes, 


seulement je dirai qu'à x°” il faut 1 pour coëfticient. 

La démonstration de tout ceci est assez facile: la voilà 
pour l'équation de 10ième degré ; des autres, la démonstration 
est la même. 

Nous aurons successivement : 


ps COH aat dbs ent dart} ee | 
wrd ant Hbat Her? Hdadf+ P det RL Eis Rr 0. (14), 


Posons da + ? your Le de = 8 ou, prenant le carré et 
multipliant par c: 


cx? + Gele 4 mettons c X (£) sk (a) 


netals +) HE) 

ou multipliant par b: | fi 
bet 4) xl!) — 2 mettons: LX DN) 
Encore: zt - 1) = ( ARE “9, ou prenant le carré et 4 


multipliant par a; 


act Haxl(l) — xl?) — en aax(é) — aan x(ó) 8 


mettons ax (6) =1. (») 
( 


Enfin: a ou 


16, 


nst batX + rms.) + 10wex( 
( 


ms + bw XS + 10m x(6) + 10 X X (5) 
+5X db 0) (0) EG)" ou 
no t5X Batt (4) ]+roxl9) ae + 4) + 


par ce qui précedât pour @? + 4) et att 
(OD) Hox OH, 
mettons 1x(0)= HEE MB) 


Ainsi par («), (2), (y) et (ò) Yéquation (14) est réduite à 
y° +ady* + (bd — 5) dy* + (ed — zag) dy? + 
+ (5g—3bdg Hd) dy (Zag —2ged- fd?) d? =0.. (15) 
Tout ceci n'est autremernt possible que pour les équations 
de degré pair à cause de leur terme au milieu, autour 
duquel les conditions se groupent; les équations de degré 
impair n'ont pas cet avantage. 


On pourrait maintenant s’imaginer que toute équation 
serait rêsoluble algébriguement. Beaucoup s'en faut pour- 
tant que cette idée pourrait se réaliser, car: seulement 
une égquation de Lième degré peut remplir sa condition ; nul 
autre ne le peut remplir les leures. Et pourquoi ? 

1°. Parcequ’une substitutton linéaire d'une seule quantité 
auxiliaire ne peut satisfaire généralement qu’à une seule 
condition sauf, quand les équations qui comme (l2a) résul- 
tent des conditions ont des racines communes. 

20, Parceque deuw quantités auwiliaires linéaires ne pou- 
vent pas exister à la fois, puisque, « et y restant les mêmes, 
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on ne peut pas avoir à la fois w=y Jm et »=yJp; 
d’ailleurs: substituées lune après l'autre, elles détrui- 
seraient mutuellement leurs conditions et quand on voulait 
subvenir à& ces difficultés par des substitutions © = 
yi-md-p ou e=myt-p, on ne remplirait qu'une seule 
condition tout de même, parce que. pour la première on 
peut ècrire @ =yt-wu et pour la deuxième (my = 2) & = zp, 
substitutions donc, qui ne diffèrent pas de @=—=y Jm. 
En effet: quand on substitue p.e. la dernière à linstar de 
(8) et (12a) dans les conditions de l'équation du 6ième degrê, 
m s'èclipse totalement du calcul et on ne retient que deux 
Equations en p de 6ième et Jième degré. 

30. Last not least: fut ce que les deux difficultés qui 
précèdent, ne mirent point d'’obstacles à remplir deux 
conditions à la fois, la plus simple des substitutions liné- 
aires #=y + m pour remplir la plus simple des conditions 


/ 2 
Keet Es de lY'éguation de 6iëme degrè — on voit 
1 
aisément que quand on substitue dans l’équation donnée 


> 3 
yd-m à x à linstar de (8) et (124) que g, (5) donne 
: 1 


une équation en m de plus haut degré que f‚ = axe) 
1 


la plus simple des conditions, je répête, exige la solution 
d'une équation de 6Gième degré en m, qui naturellement ne 
peut nous servir à résoudre une équation donnée de 
bième degré. Que dire des autres ! 

Une équation done de 4ième degré, qui pour remplir sa con- 
dition unique, n'a besoin que d'une équation de Sitme degré, elle 
seule est réductible à une équation de Zième degré, c'est à dire, 
à une équation d'un degré la moitië de son degré primitif; toute 
autre équation résiste à la même réduction et par suite la 
résolution par une (quation de 3 ou dième degré leurs manque 
absolument. 


Comme il y a maintenant déjà des équations qui à cause 
de certaines conditions se résolvent algébriquement, aussi 
essay précédent contient une classe d’équations qui, par 
certaines relations entre leurs coëfficients, ont la même 
propriété. Cette relation est tout à fait simple. 
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Boekbespreking, 


_ Aanschouwingsmodel der acht projectieruimten, door J. VAN 
DE GRIEND JR. 

Deventer, Z. E. Kluwer, 1916. 

Bij het onderwijs in beschrijvende meetkunde zijn er 
altijd leerlingen, die moeite hebben met de ruimtevoorstel- 
ling. Ten behoeve van deze geeft de heer v.d. G. een 
samenstel van carton, om de drie projectievlakken en ook 
de kwartcirkels te doen zien. Door naalden kunnen lijnen 
worden voorgesteld, terwijl de leeraar of de leerling uit 
carton stukken kunnen snijden, om vlakken voor te stellen. 
De vlakken zijn in ruitjes verdeeld. Een groot model van 
65 X50 cM. dient voor klassikaal onderwijs; er zijn 2 
naalden bij van 60 cM. lengte, 4 van 40 cM., 4 van 20, 
1 van 12,5, 8,5 en 6,5; 1 priem en 1 gummiblokje (prijs f 7,50). 
De leerlingen kunnen zich een kleiner model (,, van het 
groote) aanschaffen met 4 naalden van 18 cM. (prijs f 0,45). 
Voor vele leerlingen kan het model van nut zijn. 


Beginselen van Combinatieleer en Waarschijnlijkheidsrekening 
met vele toepassingen en vraagstukken, door J. DU SAAR. 

Rotterdam, Nijgh en v. Ditmar’s Uitgevers-Mij, 1916. 

In een handig boekje zijn hoofdstukken vereenigd uit 
„De Verzekeringsbode”, waaraan 50 vraagstukken zijn 
toegevoegd. Hoofdzakelijk is het bestemd voor hen, die 
het examen van candidaat-actuaris willen afleggen. 

Achtereenvolgens behandelt het: permutaties, variaties, 
combinaties, het binomium van Newton in verband met de 
rangschikkingsleer, enkelvoudige waarschijnlijkheid, totale 
en samengectelde waarschijnlijkheid, waarschijnlijkheids- 
rekening à posteriori, mathematische hoop, en — zeer 
terecht — ook een historisch overzicht. | 

Het laat zich zeer gemakkelijk lezen. 


Exercises et legons mécanique= analytique par R. DE MON- 
TESSUS. 
Centres de gravité, attraction, potentiel, moments d’'inertie, 
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dynamique des corps solides et des systèmes. Les fonctions 


elliptiqgues dans le domaine reel. 
Paris, Gauthier-Villars, 1915, frs. 12. 
Het aantal boeken met vraagstukken over de theoretische 


mechanica is zeer gering; het verschijnen van een nieuwe. 


verzameling is zeker niet overbodig. 

Geschreven door een vluchteling uit Lille (Rijssel), geeft 
het een bewijs, dat de wetenschap niet gedood is. 

Elk hoofdstuk begint met een korte theorie; daarop 
volgen een aantal opgeloste vraagstukken (waarbij de 


schrijver niet nalaat bijzonderheden op te merken), en. 


verder gedeeltelijk opgeloste, en andere ter oefening. De 
meesten zijn examenopgaven. Met nieuwere opvattingen is 
rekening gehouden. 

De theorie der elliptische functies is toegevoegd, omdat 
deze dikwijls bij oplossingen voorkomen, en de behandeling 
in werken over analyse meestal geen rekening houdt met 
de wijze van toepassen bij vraagstukken. 


ROBERT P. RICHARDSON and EDWARD H. LANDIS. Fun- 
damental conceptions of modern mathematics. 


Variables and Quantities, with a discussion of the general _ 


conception of functional relation. 

Chicago and London, The Open Court Publishing Com- 
pany, 1916 

De schrijvers stellen zich ten doel de definities van de 
wiskunde grondig te onderzoeken; uitdrukkelijk zeggen 
zij, dat zij niet de woorden zullen ecritiseeren, waarin de 
definities vervat zijn, maar de gedachten, die er aan ten 
grondslag liggen. In boeken worden slechts de definities 
gebruikt, die noodig zijn; in tijdschriftartikelen vindt men 
gewoonlijk geen definities. De schrijvers wijzen er op, dat de 
wiskunde tegenwoordig ver ten achter staat bij scheikunde, 
plantkunde of dierkunde, wat betreft helderheid van uit- 
drukking, zoodat een wiskundige onderwerpen kan aan- 
treffen, waarvan hij niet eens de bedoeling begrijpt. Als 
voorbeeld halen zij aan, dat Hamilton de grondlegger van 
de leer der quaternions, niet in staat was, de Ausdehnungs- 
lehre van Grassman geheel te begrijpen, terwijl Herschel 
niet in staat was, het boek van Hamilton door te werken. 


Ì 
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Zij wijten dat aan het gemis aan systeem, en aan het 
ontbreken in boeken van een goed overzicht van de begin- 
selen, waarvan die boeken uitgaan. Er is dus groote behoefte 
aan een wetenschappelijke bespreking van definities, en 
een volledige opsomming van axioma’s en postulaten. 
De afkeer van philosophie en logica moet worden over- 
wonnen. „It is really remarkable how narrow many mathe- 
maticians are, not merely in their lack of knowledge, but 
in their ignorance of their own limitations.” De logica van 
Hegel verwerpen de schrijvers als staande op een laag 
peil — mengsel van waarheid en dwaling. Evenzoo ver- 
werpen zij de philosophie van Kant, terwijl ze in de Analyse 
der Empfindungen van Mach een begin zien van een 
degelijke richting. | 

De schrijvers maken uitdrukkelijk onderscheid tusschen 
hoeveelheden, waarden en veranderlijken, en de symbolen, 
die dienen om die hoeveelheden, waarden en veranderlijken 
aan te duiden. Op deze wijze de imaginaire grootheden 
onderzoekend, komen zij tot een andere opvatting van 
gquaternionen dan Hamilton. 

De gewone algebra beschouwen zij ook als een vector- 
analyse. 

Bij de onmeetbare grootheden geven zij een nieuw 
postulaat. 

De reëele getallen noemen zij, in aansluiting bij Lefevre, 
protonomisch, en de imaginaire, in aansluiting bij Halsteld, 
neomonisch. 

Een kleine opmerking : 

Zij stellen de vraag, welke van de waarden 1 —1l/—l, 
—id/—1l men positief of negatief zou noemen, en geven 
daarop niet dadelijk een beslissend antwoord; toch is het 
logisch, om de wortels van «?—arJb=0 positief te 
noemen, ook al zijn ze complex, en dus moet men dan een 
complex getal positief noemen, als het reöele gedeelte 
positief is. : 

De schrijvers schromen niet, om definities en denkbeelden 
van hoog aangeschreven wiskundigen minder juist te 
noemen. Hun boek is het lezen en overdenken zeer waard, 
ook al gaat men niet in alles met hun mede, 


_ 


Wiskundig Tijdschrife 13e Jaargang. ri 
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Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


890: De cosinusregel voor het viervlak. 


In het Zeitschr. fir math. u. naturw. Unterricht 1916 bladz. 84 
deelt OrrrscH een formule mee, die het analogon is van de 
cosinusformule der trigonometrie. 

Al is de formule niet nieuw, minder bekend schijnt ze 
wel te wezen; CIKOT o.a. geeft haar, meenen wij, niet in 
zijn zoo waardevol Complement der Stereometrie. 

CARNOT gaf haar in zijn G om trie de Position (1838), HOLZ- 
MÜLLER nam haar op in zijne Wlemente Ge Stereometrie (II). 

De stelling luidt aldus: 

Zijn a, b, c‚ d de zijvlakken van ABCD en a, £, y de 
hoeken tusschen ben c,c en a, a en b, dan heeft men: 

d? =a? + b? + ec? —2be cos a — Zea cos B — Z2ab Cos y. 

Als &’, £/, y/ de overstaande hoeken zijn van a, Ô, y, 

dan heeft men: 
a=beosy + eeos B + d eos «!, 
b=aecosy + d cos ’ + c cosa, 
c=dcos y’/ + acos B Jb cosĳ, 
d=ccos y’ + bcos Â’ + a cos a, 

Na vermenigvuldiging dezer vergelijkingen met a, b, c, 

— d vindt men hieruit na optelling de genoemde cosinusregel. 


856. Wortelvorm. 
EV? aldi En 
(10 + 25) — VB (—1 + V5)|. 
Daed de la Soc. Mat. Esp. 1914, bladz. 223, 


baande Deelbaarheid. 
zt Hdyt =(z? + 2ey + 24%) (2° — Zy + 24°), 
dus: * zie? 422 +2) (2? — 22 4-2), 


dus elk getal z* +4 is deelbaar. 
Rev. de la Soc. Mat. Esp. 1914, bladz. 224, 


Ju 


Oplossing der Schriftelijke Opgaven van het 
Examen M.O. Ks 1916, 


Differentiaalrekening (8 uren). 


1. De coördinaten x en y van een punt eener vlakke kromme 
zijn gegeven als functies van een parameter t. Men heeft: 
n= (at + at), y=B(Ba?t Ht). 
Een stelsel krommen ontstaat, als men a achtereenvolgens alle 
mogelijke waarden laat doorloopen. 
Gevraagd wordt de omhullende van dit stelsel te bepalen. 


Oplossing. 
Uit x= B (a? + 3at?) ws BBA Fit hab .sAlaúl) 
volgt : t=fi (x, a) t=f,(y,d) . (2) 
f(x, oi sa) bela ze delier u(3) 
Ure Cn 
Sn Ver ieper 


Elimineert men a uit (3) en (4), dan vindt men de ver- 
gelijking van de omhullende. Uit (1) volgt: 


HO je de EN TE 5 
att da P 
zoodat (4) wordt: — en m0 
— (a? Ht?) + 4a?t? =0 
(a? —t?)? =0 
te tE el 


Daar men (3) niet heeft, elimineere men a en t uit (1) 
en (6); dit geeft ten slotte als vergelijking van de omhullende: 
AN hes ar eee nor a On A 


2. De kromme met de vergelijking 
x3 Jy — Jany =0 
heeft in den oorsprong een dubbelpunt. Men vraagt van elk 
der beide takken in den oorsprong den kromtestraal en het mid- 
delpunt van den kromtecirkel te bepalen. 


100 


Oplossing. 

De gegeven kromme is het folium van Descartes. Stelt 
men de termen van den laagsten graad gelijk aan nul, dan 
vindt men de beide raaklijnen aan het bedoelde dubbel- 
punt, dat zijn dus de X- en Y-as. Wil men de grootte van 
den kromtestraal bepalen, dan vervange men de gegeven 
vergelijking door de beide vergelijkingen: 

dat dat p 
TAN (2) 

Dit is de parametervoorstelling van het folium. Als een 
vlakke kromme het maximum aantal dubbelpunten bevat, 
kunnen de coördinaten steeds rationaal in een parameter 
uitgedrukt worden (unicursale krommen). Men vindt de 
parametervoorstelling door het folium te snijden met een 
rechte 


Ed EE (3) 
welke door O loopt. Zoekt men de snijpunten met 
ps Jy — Zany) Se A EEN 


dan vallen er toutis twee in O, wat of t ook is. Dus bij 
substitutie vau (3) in (1) krijgt men een vergelijking, die 
door. #° deelbaar is, en er blijft een vergelijking over, die 
in e van den eersten graad is. Dus wordt x een rationale 
functie in f‚ en blijkens (3) / eveneens. Men vindt: 
os + lr — Jant =0 
xJtir — Zat =0 
„Eg Saf 
145 
a heeft nu verder: | 
_(l+t°)3a—3at.3t? _ 3a (1 — 24%) 


ES (1 +43)? (ln 

dy __(1+4*)6at — Daft _ Zat(2 — t°) 

dt en Ohe A ne ien 

dea _ AL Ht2)? X — 12at? — Za (1 — 492 (1 Ht) 342 
dt. ES STA 


bat? (5 — 49) 
(T° 


d°y __3a(2— 16% + 246) 
TE 

Voor het punt O op den tak, die aan de X-as raakt, is 
t— 0, zoodat de =3a, dy =0, dx =0, d2y =6a wordt. 
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De waarde van den kromtestraal is derhalve voor dien tak. 
Ear + dy?) _ V(9a°)S 

dad y—dyd?a 18a? 
Voor het punt O op den anderen tak zou men {=—=oo 
moeten stellen. ’t Is echter gemakkelijker om dan eerst f 


d. 


boys 


1 
door oe te vervangen in (2), en dan weer t=0te nemen. 


‚ Het blijkt, dat men dan eveneens vindt: R=îa. De krom- 
mingscentra vallen op de positieve X- en Y-as. 

In dit vraagstuk werkt men met den vorm (2) gemak- 
kelijker dan met den vorm (1). 


8. Men vraagt de functie f(x) = cos (a bg sin x) 
naar de opklimmende machten van x te ontwikkelen. 
Bewijs, dat f(x) een veelterm van even graad in x wordt, als 
de constante a een even geheel getal is. 
| Oplossing. 
y= cos (a bg sin x) 
ABe Lit 4 
a sin (a bg sin x) ns 25) 
y V(l—x°) =— asin (a bg sin x) 


Vla) 


Ne TELDEN 
V1-— ze) Vlg?) 
re ed Bet hk | 
yn?) — Boy” + (at — Dy =0 
YY (lx?) — bay! + (a? —2) yy! =0 
ya?) — Tay" + (at 3) =0 
enz. 

YP da?) — (An 3) ay DH jat (n — 2E y= 0. 
Voor #=0 wordt deze algemeene betrekking : 

YP — —[a? — (n — 2] y. 
Met behulp van de reeks van Maclaurin vindt men nu: 


cos a bg sin z 


8 n° x* 
cos(a bg sin x) = 1—a? 51 + a°(a?—2?) re 


ne 
— a? (a? —2°)(a* — ran sE 
Het is duidelijk, dat de reeks eindig wordt, zoodra a 
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even geheel getal is. Want de machten 4°, 6%, 8%, enz. 
kan men schrijven in den vorm (2X2)?, (3x2)?, (4X2)?, enz. 


Integraalrekening (3 uren). 
1. Bepaal de functie p (xv) uit de vergelijking : 


3 | oade @ +1 
4 Oplossing. 
3 | ola) dtp (a) ww 
Differentiatie arti x geeft: 
| be! (la) dt =" (@) 


Maar door benocltelike integratie volgt: 


3 Îe (la) df == 3 [o (te)- jef Le! (tao) df 
0 
of: p(@) HT =3p (2) — wp (@) 
Stel p (x) = y. 
ay —ydd==0 
ee dy 
ET 
ler SU; y—1) 
Ca? =2y —1 
C 
ye Ed 


2. Bepaal het oppervlak, gaande door de rechte lijn 
200, LT YA, 
die voldoet aan de differentiaalvergelijking : 
TOE ee Se: 
zj elen el 


yòn @òy zz 
Op’ossing. 
De hulpvergelijkingen van Lagrange zijn: 
ydr=xvdy =de, 
waaruit volgt: diye 2e 
y= HC, 


an ryan 2 
nk ech 


Eveneens blijkt: Ll 
NN, 

le =ly + lC3 
Ce 


de 
De algemeene integraal is alzoo: 


on % 
Nar rr DIA 


We substitueeren z=0, # +y=a en krijgen dan: 


ne a ln): 
% . 
Stel an dan volgt ° 


D= en (Pp) = zl 
BON LD 
Het gevraagde oppervlak is dus: 


eG) 
En) 


(ey —2°) (we Hy) =d? ay. 


y= S= 


8. Gegeven ‘zijnde een kegel x° Jy*—z?=0 en een bol 
LH y A2? —ar=0. Gevraagd te berekenen den inhoud van 
het deel, gelegen binnen den kegel en binnen den bol. 


Oplossing. 


De omwentelingskegel heeft zijn top in den oorsprong O 
en de beschrijvende lijnen maken hoeken van 45° met de 
as des kegels, die met de Z-as samenvalt. De bol heeft 
zijn middelpunt M op de Y-as liggen, zoodanig, dat 
OM =}ja==straal. De bol gaat door O. Om het gevraagde 
volume te berekenen, brengen wij een horizontale doorsnee 
aan ter hoogte z. De figuur dezer doorsnee bestaat uit 
twee cirkelsegmenten met gemeenschappelijke koorde. 
De oppervlakte dezer beide segmenten kan langs elemen- 
tairen weg berekend worden. Men vindt dan voor de 
oppervlakte van het eene segment: 


bgsin (4-2) = (Ee)! 
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en voor die van het andere: 


zr ' 2) 423 fa? dn 
Ee o nn 2 es 3 an eeend 2) 5 
(5 DES Pe a: \4 


„De oppervlakte is dus in zijn geheel: 


rr dts a AA a? BE () 
Se „bg sin — Er Gete bgsing — eV) (1) 


De ee inhoud kan nu het worden door: 


vn SIL ra ifv jn ‘bg sin Sd -— 


LN 


) 


BEC eg 


Stelt men bg sin =t, dan zal men vinden: 
La 


Ki TR afz | | 
0 

Directe integratie geeft: 
La 


zede == sz a eN ee B Loe en DNS (4) 


Grt 


telt men weder bg sin 2 =t, dan blijkt: 


Jk 

2 À 
h 2 2z as (zr ek 
|= bg sin dr (5-3) nn een (5) E 
0) 


Directe integratie geeft nog: 


3 


BCN una 0E ze oto 
5 | 


Voegt men al deze uitkomsten in (2), dan komt er voor 
het gevraagde volume: | 
dr —8 Za 
Va EE 
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Analytische Meetkunde. 


É 1 a TEE EE 
1. Gegeven zijn de ellipsoïde nend! en de 


rechten y=0, z=c en #=0, z=—C. | 
Bepaal de meetkundige plaats der rechten, die de gegeven 
rechte snijden en de ellipsoïde raken. 


Oplossing. 


Zij y= maen, DNO a er 
een willekeurige rechte. 
Deze snijdt de gegeven rechten, als 


O= me + n, Org vette 402) 
De snijpunten van ie met de Ken 
IE nn ES En Tet Aen ONE OD 


worden gevonden Nie 


Gemene zE Der rea 


BE 
Bm! ME mn ME EC 
(a+ 7e De +alBitBe)e (btje — 1) =0. 0D 
Deze vergelijking heeft 2 gelijke wortels, an 
Deed £ pa mn 
Me) (epe) pede 0 


of, in verband met (2), als 


p° m? dt ) (2E m?e? ) sä ie ze 
( 9 b? J- 9 9 ET b? —Ì js, 4 b? 


C 


Ap*m?c? EES Ee RE (0) 

Elimineeren we m, n, p‚, q uit (1), (2), (6), dan vinden we 
voor de gevraagde meetkundige plaats : 
TN RA B EN RO EE 


2. De top eener bewegelijke parabool van constanten para: 
meter glijdt langs de kromme xr =0, y* +a?z=0, terwijl haar 
vlak evenwydig blijft met y= en hare as met OZ. In een 
harer standen heeft de parabool de vergelijkingen y = 0, x? = az. 

Bepaal de vergelijking van het door haar beschreven opper- 
vlak, benevens de vergelijkingen van zijn asymptotische lijnen. 
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Oplossing. 
De bedoelde parabool is in ’t algemeen: 
nie o*=alz—g). « « + «(1 
Deze zal de kromme 
m0 ys Fate 07,4 SE 
snijden, als 
IPA ==) : le 
Elimineeren we uit (1) en 3) de k en g, dt kort er: 
ansi zij ze ° (4) 


voor de vergelijking van de gevraagde nasi EE 
De differentiaalvergelijking der asymptotische lijnen is: 


dp dat dq dy =O er 
en wordt hier blijkbaar: 
dy a 
ZEVEN 


l yedy= tj de 
8 
y= tVe ate 


Een Ln 


== da (DH OS 
De ver eeN Ae en (7) bepalen samen de gevraagde 
asymptotische lijnen. 


3. Toon aan, EE op ee oppervlak 
1 


negen rechten Ne en laat zien, Re daaruit volgt, dat het 
oppervlak 4 dubbelpunten (kegelpunteny heeft, 


Oplossing. 
We kunnen de vergelijking van het oppervlak schrijven : 
mye Hayat y—el) Jala dygz2l) + 
+yzladyz2-lje0. „e( 
Het blijkt dus dadelijk, dat er 6 rechten op (1) liggen, 
nl: 10, y=0: IL. =O ze LL 
IV.a=0, y-z=1; V.y=0, g=zslj VLZS 0 En 
Deze 6 lijnen zijn de drie coördinaatassen en,‚drie lijnen 
respectievelijk in de coördinaatvlakken. Ze vormen de 
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ribben van een viervlak ABCD. De 4 hoekpunten A, B, 
C en D zijn de 4 gevraagde kegelpunten, omdat door ieder 
dier punten 3 lijnen van het oppervlak loopen. 

Het raakvlak volgens AB snijdt het oppervlak nog vol- 
gens een rechte /,, die den raakkegel van C ontmoet en 
wel op CD, wil men niet op een ongerijmdheid komen. 
Dus /, snijdt de overstaande ribben AB en CD. Zoo zijn 
er nog twee lijnen !, en !;, die de andere paren over- 
staande ribben snijden. De drie lijnen !,, !;, l; moeten 
in één vlak liggen, omdat men anders het getal van 27 
rechten zou overschrijden. Telt men iedere ribbe AB, enz. 
4 maal, dan blijkt, dat er werkelijk 27 rechten op het 
kubisch oppervlak liggen, zooals behoort. 


Utrecht. Dr. Jon. A. VREESWIJK. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op Vraag 111, Opgave K; Diff-rekening No. 2, 
1901 (zie bladz. 141 en 189, jaargang XII). 
Als w bepaald is Ae 
' a 
Brit rnta TOON d) 


heeft men : 
Eje (Ee): ja (22 òu òu Òu 
(5 RET AG TE Un 2): 


Men heeft, als men de gegeven vergelijking F( x,y,z, u) 
noemt: 


of of of 
dem den du Oud dz 
ENE oen dz dE 
| du du du 
Blijft te bewijzen : 
OF? (AF? (òF\s Pl TLN 
(T) + (5) + (5) 2e + AT AEO 


Substitueert men hierin de waarden, die men uit (a) 
vand, 
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oF 2 oF 24 oF 22 


dr adu’ Ee dz ct du 


oF o3 22 
borne KG tari)? 


en bedenkt men, dat dan « Ee + 4 57 + a gelijk wordt 


aan 2 in verband met («), dan is het bewijs geleverd. 
Utrecht. J. DU SAAR. 


Bij het le antwoord, bladz. 190, jaarg. XII, nog te voegen 
den naam K. F. WEYENBERGH (Utrecht). 


Antwoord op Vraag 112. No. 2 Kv. Differentiaalrekening 
1914. 

Gegeven is, dat w afhangt van u en v Indien x» en y aan 
u en v verbonden zijn door de vergelijkingen 


ed y=2e" cosv, 
e —y=2ie" sin v, 
vraagt men: 
Aat De 
du?  ò?w 
uit te drukken in differentiaal-quotienten van w ten opzichte 
van ” en Y. 
Uit: 
u 
ad-y=2e COSV; 
a Uik 8 
v—y=ie SNEL; 
volgt door optelling : 
r—=e (cosr Hisinr)=e" Li 4 
en door aftrekking: 
U Gn Rs 
y=e (cosv—isine=—= ee" ®; 
do òwòr  Òw dy, 
òu Òm du Ay Au” 


u-Hiv u— iv 
Ons 1 5 Nets òy ge EE 
du ’ Òu UK 
dus Ien du Hy Ee 
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dus : k à 
j dw hee ech 
dw du dw _òzdy den AN den 
PARE or dut Oy du ò er 4 dy 
92 w Ll) 1e dw Ze 
4 s (te Mont òròy +7 òy 7 dy? Dan Er En 
dw z dw , dw 
ent te VER me TE Heg han dinan de. 
ow dw dr dy, 
dv de do òy du” 
de ie AL eN | 
zi ne ten ==; 
òw dw ; dw, 
MPT 9 5y 
dus : 
> ug dw 0 
a en do da òv dy gs ov grt dein 
B Or de * Sy. de òz kli re 
… òw vtt bel ) 
== it Bee Par 1 — 
| in Eden Se) & 
ee SAT ade PW Aan 
dw dw E00 2 dw dw 
gier 
Door optelling van (1) en (2) volgt: 
de rARKE dw 
TET Wi òrdy 


S. C. VAN VEEN, Rotterdam; H. B. FIJNENBERG, Roermond. 


Antwoord op Vraag 113. No. 3. Kv. Differentiaal-reke- 
ning 1914, 


De rechthoekige coördinaten x en y van een punt eener vlakke 
kromme zijn in de veranderlijken u en v uitgedrukt door de 
vergelijkingen : | 

& == A COS U J- b COS v, 
y=asinuJ- bsin v, 
waarin a en b constanten zijn. 
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Gevraagd wordt den kromtestraal in de veranderlijken u en v 
uit te drukken. 


Wanneer «@ een onaf hankelijke veranderlijke is, dus 
d?x =o, dan is, zooals bekend is, ge pe 


(1) 


Wanneer er echter geen voorafgaande afspraak gemaakt 
is over het al of niet af hankelijk zijn van één der veran- 
derlijken, dan volgt uit 


dy 
It 
y Er dx’ 
dat 
dre d2y —dy dx 
leens 
Ain dx? 

dus 


dy’ Zn da dy* — dy dè 
de de? dx® 


Dit gesubstitueerd in (1) geeft: 


(ddy?) ? 
Re de dy — dyd? a ee as (2) 
dr =—asinwudu—bsinwvdo; 
de? =a® sin? udu? +4? sin? vdo? + 2ab sin u sinv dude; 
dy =acosuduJ-beosvde; 
dy* =a? cos* wdu? Hb? cos? vdv? + 2ab COS u COS v du do; 
d'r == —aCosudu? — asin ud?u— beOSv do? —bsinvd?v; 
dy =—asinudu? +acosud? u — bsin vdv? Hb Cos vd? v, 


Dit gesubstitueerd in de formule (2) Ee 


gp (et dw? 45° do? + 2ad cos (u — 0) du de) * ria 
a? du3 + ab hej (w — v) (du do? +du? dv)+sin (wu —v) du do? 
+-sin (w —v) dv d2u 
Dit is de ee uitdrukking. 
Door w, of v als onafhankelijke veranderlijke aan te 
nemen, wördwijnt de term voorzien van de factor d'u, 
of dr, 


S, C. VAN VEEN en H. B. FIJNENBERG, 
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„Vraag 116. Zijn er in den laatsten tijd nog nieuwe 
logarithmentafels uitgekomen ? 


Antwoord, Het vorig jaar is door C. and E. Layton te 
Londen een tafel van Edward Sang verschenen met log. 
in 7 dec. van de getallen 20000 tot 200000. Deze tafel was 
in 1870 gedrukt met stereotype-platen, die nu weder gebruikt 
zijn. Sang heeft, zonder gebruik te maken van bestaande 
tafels, de logarithmen van alle priemgetallen tot 10037 
berekend in 28 decimalen. Door samenvoeging van die 
priemgetallen berekende hij de log. van alle deelbare ge- 
heele getallen van 1 tot 20000 (met enkele hiaten). Daaruit 
stelde hij een logarithmentafel samen van alle geheele 
getallen van 100000 tot 370000 in 15 decimalen. Zijn uit- 
komsten liggen nog in manuscript bij de Royal Society 
of Edinburgh. 

Dr. Knott — die over Sang schreef in het gedenkboek 
betreffende Napier — stelt voor, het handschrift te laten 
fotografeeren en te reproduceeren op dezelfde wijze als 
dit geschiedt met teekeningen. Dat zou belangrijk goed- 
kooper zijn dan drukken. Een kwarto boek van ongeveer 
1200 bladzijden zou de hoofdzaken kunnen bevatten. 

Ook is verschenen: H. Andoyer, Nouvelles tables trigo- 
nométriques fondamentales, contenant les valeurs naturelles 
des lignes trigonométriques de centiême en centième de 
guadrant avec 20 décimales, de neuf en neuf minutes avec. 
11 décimales et de 10 en 10 secondes avec 15 décimales. 
Tome I, Paris, H. Hermann et fils, 1915. 

Dit deel bevat de waarden van sinus en cosinus. 

In 1911 verscheen van denzelfden schrijver een tafel 
van de logarithmen der goniometrische lijnen. 

R. Ne 


Vraag 117, Heeft het metrieke stelsel zich in den laat- 
sten tijd nog verbreid ? 


Antwoord. Ja. Een groot aantal Amerikaansche firma’s 
hebben in de laatste twee jaren het Engelsche stelsel laten 
varen, en het metrieke aangenomen, vermoedelijk om met 
Duitsche werktuigen te kunnen concurreeren. 

R. Ns 
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Vraag 118. Een homogene staaf, lang 2 M.…, kan vrij 
wentelen om een horizontale as, die door één harer uit- 


einden gaat. Behalve het gewicht werkt op ieder massa- _ 


deeltje m van de staaf een kracht, gericht naar ’t punt O, 
dat op een afstand gelijk / meter verticaal boven A is 
gelegen. De grootte van die kracht is gelijk aan mu maal 
den afstand van 't massadeeltje tot O, als de staaf met een 
gegeven hoeksnelheid w, door den stand gaat, waarbij haar 
zwaartepunt zoo laag mogelijk is geplaatst. 

Gevraagd, hoe het van den coëfficiënt w* afhangt, of de 
staaf volle wentelingen, dan wel slingeringen zal maken. 


Roermond. H. B. FIJNENBERG. 


Vraag 119. Indien c,,c;,,c,,.... de coëfficiënten zijn 
in de ontwikkeling van (i +)’ en 
EA Bme Jeg te en 
=e + Cs HC; + 
enn — ebal 
te bewijzen, dat s,, s, en s, òf gelijk zijn of 1 verschilleù. 
Utrecht. J. DU SAAR. 


Nieuw verschenen werken.” 
(Door de Redactie ontvangen.) 


D. J. KRUYTBOSCH. Schriftelijke opgaven van het Eind- 
examen der Hoogere Burgerscholen van af 1885. f 2,25, - 
1916. 

Uitgever: J. B. Wolters’ Uitg- -Maatschappij, Groningen. 

Dr. J. KORS. Leerboek der Stereometrie met opgaven. 

Derde druk, herzien door Dr. O. PosrMma. 1916, f 1,00. 
Uitgever: P. Noordhoff, Groningen. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Ruimte, tijd en gravitatie ® 
Á DOOR 
DR. W. DE SITTER (Leiden). 


In de jaren 1914 en 1915 heeft Einstein in eene reeks 
mededeelingen, waarvan de meeste zijn verschenen in de 
„Sitzungsberichte” der Berlijnsche Akademie, zijne „Allge- 
meine Relativitätstheorie” ontwikkeld, die tevens eene 
theorie der gravitatie insluit. In een kort stukje van 15 


“November 1915 wordt de sluitsteen gelegd, die de theorie 


maakt tot een in zichzelf gesloten logisch opgebouwd 
geheel. Het bijzondere karakter, en de groote aantrekke- 
lijkheid, van de theorie ligt hierin, dat het postulaat der 
algemeene relativiteit — d.i. het postulaat, dat alle natuur- 
wetten invariant moeten zijn ten opzichte vanalle trans: 
formaties van coördinaten — met logische noodzakelijkheid 
leidt tot een zeer bepaalde theorie der gravitatie. De 
gravitatie neemt daardoor een geheel andere plaats in dan 
alle andere natuurkrachten: zij is eigenlijk geen „kracht” 
meer, maar om zoo te zeggen een eigenschap der vier- 
dimensionale tijd-ruimte, daarin teweeggebracht door de 
materie en de energie, die er in aanwezig zijn. In het hier 
volgende artikel is getracht de voornaamste karaktertrekken 
der theorie in- het kort uiteen te zetten zonder in bijzon- 


1) Dit stukje is oorspronkelijk geschreven voor astronomen, en 
verschenen in het Engelsche tijdschrift „The Observatory”, (Sept. 
1916). Op aandrang van bevriende zijde heb ik het in bet Hol- 
landsch vertaald, zonder er iets essentieels aan te veranderen. Dit ter 
verklaring van zijn eenigszins eenzijdig astronomisch karakter. 

Als litteratuur ter inleiding tot de studie van Einstein's theorie 
kan genoemd worden: 

E. F, Ereundlich, Die Grundlagen der Einstein’schen Gravitations- 


theorie. Berlin, Springer, 1916. 


M. Born. Einsteins Theorie der Gravitation und der allgemeinen 
Relativität, Physikalische Zeitschrift, 17e jaargang, bladz. 51, 

H. A. Lorentz. Over Einstein's theorie der zwaartekracht. I, 
Versl. Kon. Akad, van Wet. Deel XXIV, bladz. 1389. 

A Einstein, Die Grundlagen der allgemeinen Relativitätstheorie. 
Leipzig, Barth, 1916 [ook Anralen der Physik, Bd. 49, bladz. 7691. 


Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang, 8 
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derheden af te dalen. Ook zal ik mij beperken tot gravi- 
tatie alleen, en niet spreken over de wisselwerkingen 
tusschen gravitatie en andere natuurverschijnselen (b.v. 
electromagnetisme). 

Wij beschrijven de natuurverschijnselen met behulp van 
vier variabels, of parameters: drie ruimte-coördinaten 
en den tijd. In de physische theorieën van af Newton tot 
het eind der vorige eeuw werden de ruimte-variabels 
beschouwd als geheel onafhankelijk van den tijd, en men 
veronderstelde, dat de physische ruimte, die door die varia- 
bels gedefinieerd wordt, de gewone drie-dimensionale 
Euclidische ruimte is. 

Poincaré *) heeft herhaaldelijk op de onjuistheid van 
deze opvatting gewezen. Onze Euclidische drie-dimensionale 
ruimte, en de natuurwetten, die daaraan aangepast zijn, 
zijn niet meer „waar” dan welk ander systeem van coör- 
dinaten en daarbij behoorende wetten ook, doch alleen 
praktischer in het gebruik. 

Zoo heeft b.v. Darwin bij zijne onderzoekingen over 
periodieke banen een roteerend coördinaten-systeem ge- 
bruikt, waarin de bewegingsvergelijkingen —d i. de wetten 
der gravitatie — natuurlijk anders zijn dan in het vaste 
systeem. Ook wordt in astronomische onderzoekingen zeer 
dikwijls een andere onafhankelijk veranderlijke gebruikt 
dan de tijd. In al deze gevallen echter zijn wij gewoon 
ons de oorspronkelijke „vaste” assen en den oorspronkelijken 
tijd als de ware voor te stellen; wij gebruiken de andere 
tijdelijk voor een bepaald doel, en keeren tot het standaard- 
systeem terug, zoodra dat speciale probleem opgelost is. 
Dit echter niet, omdat dit standaard-systeem het „ware” 
is, maar omdat daarin de grondvergelijkingen eenvoudig 
van vorm zijn, en gemakkelijk op alle speciale gevallen 
toe te passen. Poincaré °) stelt zich een geslacht van physici 
voor, die leven op een planeet als onze aarde, die echter 


1) Science et Hypothèse (1902), Valeur de la science (1905), Science 
et Méthode (1908), Dernières Pensées (1913), passim. Enkele der 
in deze bundels vereenigde verhandelingen dateeren van 1896, 
of misschien nog vroeger. 

2) „Mouvement relatif et mouvement absolu”, in Science et 
Hypothèse. 
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ten eeuwigen dage omhuld is door dichte wolken, zoodat 
zijne aswenteling niet door waarnemingen van sterren 
direct geconstateerd kan worden. Deze menschen zouden 
in hun systeem der natuurwetenschappen ongetwijfeld de 
oppervlakte van hun planeet beschouwen als voortdurend 
en „in waarheid’ onbewegelijk. -Zoolang hunne proeven 
niet zeer verfijnd waren, zouden hunne wetten even een- 
voudig zijn als de onze — slechts zouden zij attractie der 
aarde noemen wat wij versnelling der zwaartekracht noemen 
(d.i. de attractie der aarde minus de middelpuntvliedende 
kracht) Van lieverlede zouden zij andere proeven doen, 
b.v. de slingerproef van Foucault, en zij zouden genood- 
zaakt zijn hun wet der gravitatie te verbeteren, zoodat zij 
afhankelijk werd van de breedte, en asymmetrisch ten 
opzichte van de verticaal. Ten slotte, na vele eeuwen, zou 
er een genie opstaan, die aantoonde, dat de wetten door 
veel eenvoudiger formules worden voorgesteld, als men de 
hypothese maakt, dat de aarde roteert. Ook hier zou het 
nieuwe systeem niet het oude in „waarheid” overtreffen, 
maar in bruikbaarheid, omdat het eenvoudiger is en in 
staat stelt, meer verschillende verschijnselen onder hetzelfde 
gezichtspunt samen te vatten. 

Het blijkt dus mogelijk te zijn, verschillende coördinaten- 
systemen te gebruiken, wanneer wij slechts onze natuur- 
wetten met het gekozen systeem in overeenstemming 
brengen, en elk systeem heeft evenveel recht van bestaan 
als elk ander: — inderdaad, de coördinaten hebben op zich 
zelf geenerlei physische beteekenis, maar zijn alleen uit- 
gevonden voor ons gemak, om de verschijnselen te kunnen 
beschrijven en er over te kunnen redeneeren. De trans- 
formatie-formules van het eene systeem van coördinaten 
tot het andere zijn voor elk geval verschillend. Evenwel, 
als de ruimte-coördinaten en de tijd op zich zelf geen reali- 
teit bezitten en niet meer zijn dan hulpmiddel voor de bere- 
keningen, dan moet het ook mogelijk zijn uitdrukkingen te 
vinden voor de natuurwetten, die onafhankelijk zijn van 
de keus van het coördinaten-systeem, en algemeene trans- 
formatie-formules te geven, die op alle gevallen van toe- 
passing zijn. De mathematische hulpmiddelen, waarmee 
dit doel is bereikt, berusten op de onderzoekingen van 
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Riemann en zijn volgelingen over niet-Euclidische meet- 
kunde van vele dimensies. Het metrisch karakter vaneen 
gegeven „dimensionale ruimte is geheel bepaald door de 
uitdrukking voor den oneindig kleinen afstand tusschen 
twee naburige punten, d í. het lijn-element ds. In een 
bepaald systeem van coördinaten «,‚....e, is deze uit- 
drukking: 


sen 5 5 9 de, do; 
hel 1 


waar natuurlijk Jij =9jt Als nu een willekeurige trans- 
formatie wordt uitgevoerd, waardoor de coördinaten 


U, ',, worden ingevoerd, die bekende functies zijn 
van @---.%,, dan worden de coëfficiënten Oijs die functies 


waren van @,-.... @„, getranstormeerd tot 9’ jen deze zijn 
functies van «’,....a/,. De transformatie-formules voor de 
Jij worden uit die van de x; afgeleid volgens een alge- 
meenen regel. De waarde van ds? echter blijft onveranderd 
voor alle transformaties Men beschouwt nu zekere dingen, 
die tensoren genoemd worden, en die samengesteld zijn uit 
een zeker aantal componenten [in de gewone drie-dimen- 
sionale ruimte b.v. is het eenvoudigste geval van een tensor 
een vector, die drie componenten heeft]. De transformatie- 
formules voor deze tensoren zijn weer geheel bepaald als 
die voor de coördinaten gegeven zijn, en de fundamenteele 
eigenschap dezer transformatie-formules is, dat zij lineair 
en homogeen zijn. Hieruit volgt, dat, als in één systeem 
van coördinaten alle componenten van een tensor nul zijn, 
dit zoo is voor alle systemen. Derhalve, wanneer het ons 
gelukt alle natuurwetten te brengen in den vorm: 


een zekere tensor (of een som van tensoren) =0, 


dan zijn zij invariant voor alle transformaties. 
Sedert Minkowski's beroemde rede van 1908, waarin hij 
verklaarde, dat „von Stund an sollen Raum für sich und 


Zeit für sich völlig zu Schatten herabsinken und nur noch 


eine Art Union der beiden soll Selbständigkeit bewahren”’, 
is het begrip van eene vierdimensionale uitgebreidheid, — 
gevormd uit de drie ruimte-coördinaten en den tijd, ge- _— 
meengoed van alle natuurkundigen, 


en 


1 


/ 


Minkowski's ideaal is echter eerst geheel bereikt in de 
theorie van Einstein, waarin ook nog de gravitatie in de 
unie is opgenomen. Minkowski's vierdimensionale tijd-ruimte 
is nog aan bepaalde condities gebonden: alleen Lorentz- 
transformaties (d.i. orthogonale transformaties der vier 
coördinaten) zijn toegelaten. Het stel der Jij is dan ook 
geheel bepaald, nl. 


ROR en AE REA 


0 MEIN eN 


Het vier-dimensionale lijn-element is dus in deze „oude” 

relativiteitstheorie gegeven door: 
ds? =dt? — dx? — dy° — dz? 

De eenheden echter, waarin de ruimte-coördinaten en de 
tijd gemeten worden, zijn niet meer onafhankelijk van 
elkander, zooals in de klassieke theorie het geval was. 
Minkowski schrijft de „mystische Formel” neer: 


„ 


De 


ete sec, 
C 


waar c==299865 (=de snelheid van het licht in vacuo). 
In de nieuwe theorie zijn wel dergelijke formules op te 
schrijven ; deze bevatten dan echter de Jij en de waarde 
van 1 km. uitgedrukt in secunden is verschillend op ver- 
schillende tijden en plaatsen en in verschillende richtingen. 

Deze vierdimensionale tijd-ruimte nu wordt gebruikt om 
de natuurverschijnselen te beschrijven, als een geraamte 
of schema, dat ons dient om onze kennis overzichtelijk 
te rangschikken. Een zeker massadeeltje neemt op een 
zekeren tijd een zekere plaats van de drie-dimensionale 
ruimte in, d.i. zijn vier coördinaten «@,.... 2, hebben 
zekere waarden. Alle plaatsen, die op verschillende tijden 
door hetzelfde deeltje worden ingenomen, vormen een uit- 
gebreidheid van één dimensie in de vier-dimensionale tijd- 
ruimte. Dit is de wereldlijn van dat deeltje. Een lichttrilling, 
die zich door de ruimte voortplant, heeft ook een wereldlijn, 
waarvan de projectie op de drie-dimensionale ruimte een 
lichtstraal is. Nu bestaan al onze waarnemingen uitsluitend 


118 


uit het constateeren van snijdingen van wereldlijnen. Wij 
observeeren b.v. den meridiaansdoorgang van een ster. 
Laat ter vereenvoudiging verondersteld worden, dat wij 
naar de klok kijken op hetzelfde oogenblik als naar het 
beeld van de ster in den meridiaankijker : de complicatie 
teweeggebracht door het gebruik van twee zintuigen (oog 
en oor, of oog en tastzin) is natuurlijk niet essentiëel. Dan 
snijdt de wereldlijn van een zekere lichttrilling eerst de 
wereldlijn van de ster, dan de wereldlijn van een punt op 
den draad van den kijker en ten slotte de wereldlijn van 
het oog van den waarnemer. Evenzoo heeft de wereldlijn 
van een andere lichttrilling achtereenvolgens een punt 
gemeen met de wereldlijnen van een zeker punt op de 
wijzerplaat van de klok, van den wijzer en van het oog 
van den waarnemer. Maar van den loop dier wereldlijnen 
tusschen de snijpunten weten wij niets, en de eenige manier 
om er iets van te weten te komen zou zijn door ze op 
tusschenliggende punten door weer andere wereldlijnen te 
snijden. Nu interpreteert een astronoom A deze waarne- 
ming met behulp van zijn speciaal schema van ruimte- en 
tijd-coördinaten ; een ander, B, gebruikt zijn eigen systeem, 
en, wanneer slechts de coördinaten van B in die van A 
omgezet kunnen worden door een transformatie, die geen 
snijpunten van wereldliĳjnen doet verdwijnen of nieuwe 
ontstaan, en die de volgorde dezer snijpunten niet veran- 
dert, dan zijn de beide systemen volkomen aequivalent. 
Wij komen dus ook langs dezen weg weer tot het postulaat, 
dat de natuurwetten invariant moeten zijn voor alle trans- 
formaties. Maar tevens is het duidelijk, dat het dan ook 
noodig is, de transformatie toe te passen op alle verschijn- 
selen. Als Darwin de beweging van een planeet beschrijft 
ten opzichte van roteerende assen, moet hij om consequent 
te zijn ook den loop der lichtstralen ten opzichte van 
diezelfde assen beschrijven. De lichtstralen zullen dan 
geen rechte lijnen meer zijn, maar een soort spiralen, 
doch alle mogelijke waarnemingen van de planeet zullen 
correct beschreven worden. Het roteerende systeem echter, 
hoewel zeer praktisch voor de integratie der bewegings- 
vergelijkingen, is niet praktisch voor de beschrijving van 
waarnemingen. 


eert 


hi, 


Tot zoover heb ik alleen gesproken over het principe 
der algemeene relativiteit en niet over de gravitatie. 
De gravitatie verschilt van alle andere natuurkrachten 
door haàär algemeenheid en hare algeheele onafhankelijk- 


heid van alles wat op andere natuurverschijnselen invloed 


heeft. De versnelling, die een lichaam krijgt op een gegeven 
punt in het gravitatieveld hangt niet af van de chemische 
samenstelling, noch van den physischen toestand van dat 
lichaam; elk, ander lichaam zou, op dezelfde plaats ge- 
bracht, dezelfde versnelling ondervinden. Stellen wij ons 
voor, dat die versnelling in een bepaald punt en op een 
bepaalden tijd in de richting van de coördinaat &, is, dus 


Voeren wij nu een transformatie van coördinaten uit, 

door een nieuwe veranderlijke #/, in te voeren, en als men 
2 al 

wil ook een nieuwen tijd &, zoodanig, dat Ge zeil 
dan is de versnelling verdwenen. In het nieuwe stelsel 
zouden wij de verschijnselen beschrijven door te zeggen, 
dat er op dat punt geen gravitatieveld is. Het is derhalve 
mogelijk een gravitatie-werking voort te brengen of te 
vernietigen door een simpele transformatie der coördinaten, 
of, wat op hetzelfde neerkomt, door een verandering der 
gij. Er moet dus een innig verband zijn tusschen de coëf- 
ficiënten Jij en het gravitatie-veld. Door beschouwingen 
van dezen aard is Einstein gekomen tot zijn theorie der 
gravitatie. | 

In het kort kan deze theorie aldus beschreven worden: 

In een gedeelte der ruimte, waar geen gravitatie is, 
beschrijft volgens de wet der traagheid een materieel punt, 
waarop geen andere krachten werken, een rechte lijn : zijn 
wereld!ijn is een (vier-dimensionale) rechte lijn, d.i. een geode- 
tische lijn in een vier- dimensionale tijd-ruimte, waarvan de Gij 
de constante waarden (1) hebben. In een punt, waar wel gra- 
vitatie is, zal nu ook de wereldlijn van een materieel punt, 
waarop geen andere krachten werken, een geodetische lijn 
zijn, maar de g,; hebben niet meer de eenvoudige waarden (1), 
doch zijn functies der coördinaten. Met andere woorden: 
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de gravitatie is in de nieuwe theorie geen „kracht”, in 
denzelfden zin als in de klassieke mechanica detraagheid 

geen kracht is. De wereldlijn van een massa-punt, waarop 
geen krachten werken (wat in de gewone taal beteekent: 

geen andere krachten dan de gravitatie], is een geodetische 
lijn, gegeven door de voorwaarde: 


|as= minimum EEE 


Men kan zeggen: elk massadeeltje begeeft zich van één 
vier-dimensionaal punt-tijdstip naar een ander altijd vol- 
gens den kortsten weg, zoolang er geen krachten zijn, die 
het daarin verhinderen, waarbij dan de gravitatie niet als 
kracht te rekenen is. 

De bewegingsvergelijkingen van zoo’n massa-punt zijn dus 
de differentiaalvergelijkingen van de geodetische lijn, die de 
eerste en tweede differentiaalguotiënten bevatten van de 
coördinaten en ook de g,; en hun eerste afgeleiden. Daar 
ds invariant is voor alle transformaties, geldt hetzelfde van 
de geodetische eigenschap, d. i. de bewegingsvergelijkingen 
zijn invariant voor alle transformaties. Dit wil zeggen, dat 
zij, uitgedrukt met behulp der g,;, voor alle stelsels dezelfde 
vorm hebben. De g, zelve echter zijn functies der coör- 
dinaten. Door deze te elimineeren, krijgen wij de bewe- 
gingsvergelijkingen in den gewonen vorm, zoodat zij de 
tweede differentiaalquotiënten der coördinaten geven als 
functies der coördinaten zelve en huune eerste differen- 
tiaalguotiënten. Daar de 9 verschillende functies zijn der 
coördinaten in verschillende systemen, zullen ook de bewe- 
gingsvergelijkingen in dezen tweeden vorm voor verschil- 
lende systemen verschillend zijn. Om b.v. van vaste assen 
tot Darwin's roteerende assen te transformeeren, gebrui- 
ken wij natuurlijk dezelfde transformatie-formules als_ 
Darwin, maar de interpretatie dier formules in het licht 
der nieuwe theorie is eene andere: Het beginsel, dat de _ 
wereldlijn van een materieel punt, waarop geen krachten _ 
werken (behalve dan de gravitatie), een geodetische lijn _ 
is, stelt ons in staat een algemeene transformatie-formule _ 
op te stellen, die op alle gevallen van toepassing is. N 

Echter, met de opstelling der bewegingsvergelijkingen 


als WE 
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is nog maar de eene helft der gravitatie-theorie voltooid. 
De andere helft is de bepaling der Dj: Om hiertoe te 
geraken, zouden wij kunnen beginnen met Newton's wet 
in de nieuwe taal te vertalen. Dit bereiken wij door de g,; 
aan te geven, die daarmede overeenkomen. Als men neemt 


—l 0 0 0 


MESSEN TE BT Ee ee 


waar y=, en U de krachtfunctie is, dan worden 


de bewegingsvergeliĳjkingen met groote benadering: *) 
OE VENEN | 
dee / ie òx; òxr; 
In de klassieke theorie der gravitatie wordt U bepaald 
door de vergelijking van Poisson: 


ÂU=—=-—4zk?p of Agu =p, 


en k de constante van Gauss is. Het linkerlid van deze 
vergelijking is echter geen tensor: de vergelijking is niet 
invariant, en kan dus in Einstein's theorie niet toegelaten 
worden. In plaats daarvan heeft Einstein voor de bepaling 
der gij een stel vergelijkingen aangegeven van den vorm 


ee OT OERS 


waarin G's en Ty beide tensoren zijn. G's bevat de eerste 
en tweede afgeleiden der gij en Ti; hangt af van de 
dichtheid, de energie en andere eigenschappen van de 
maâterie, die het gravitatieveld veroorzaakt. De vergelij- 


kingen (3) zijn invariant. Einstein heeft ze afgeleid uit 


zekere algemeene beschouwingen betreffende het belkoud 
van arbeidsvermogen etc, waarop wij hier niet kunnen 
ingaan, die echter zeer weinig ruimte laten voor willekeur. 


1) Het is opmerkelijk, dat het niet mogelijk is, een stel 9 


te vinden, dat de bewegingsvergelijkingen volgens Newton’s theorie 
exact zou geven. 
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Precies dezelfde vergelijkingen zijn door Lorentz en Hil- 
bert ') afgeleid uit een gegeneraliseerd principe van 
Hamilton, d.i. uit de conditie, dat een zekere functie H 
minimum moet zijn. Voor een gegeven begrensd deel der 
vier-dimensionale tijd-ruimte bestaat deze functie uit twee 


deelen, M en G, waarvan het eerste betrekking heeft op 


de materie, het tweede op het gravitatie-veld. Als de materie 
bestaat uit louter discrete materieele punten, waarop geen 
andere krachten (speciaal geen electromagnetische krachten) 
werken, is dit eerste deel M de som der lengten van alle 
wereldlijnen van die materieele punten voor zooverre ze 
binnen het beschouwde gedeelte der tijd-ruimte vallen. Het 
tweede deel, G, is de mathematische uitdrukking voor de 
totaal-kromming van de vier-dimensionale tijd-ruimte. Bui- 
ten de materie is deze kromming nul. De minimum-conditie 
voor het eerste deel M geeft natuurlijk de vergelijking 
(2), d.i. de eigenschap, dat de wereldlijnen der stoffelijke 
punten geodetische lijnen zijn: De minimum-conditie voor 
G met M samen leidt tot de vergelijkiúgen (3). Uit de 
beteekenis van G kan men deze zoo interpreteeren : Als er 
nergens materie bestond, zou de vier-dimensionale tijd- 
ruimte Eueclidisch zijn; door den invloed der materie wordt 
zij niet-Euclidisch, maar toch zóó, dat hare totaal-kromming 
buiten de materie nul blijft en binnen de materie overal 
zoo klein mogelijk is. 


De vergelijkingen (2) en (3), die de geheele theorie be-_ | 


vatten, zijn dus afgeleid uit zeer algemeene beschouwingen, 
die niets bevatten, dat op de oude theorie der gravitatie 
berust. Zij bevatten ook geen willekeurige constanten, 
behalve c en zx, die niet anders zijn dan de verhoudingen _ 
van de tijds-eenheid en de massa-eenheid tot de eenheid 
van lengte. In de eerste benadering leiden de formules 
(2) en (3) tot de theorie van Newton, en als de benadering _ 
een stap verder voortgezet wordt, verklaren zij preciesde 
bekende onregelmatigheid in de beweging van het peri- 
helium van Mercurius, en behalve dit hebben zij in de bewe- _ 
gingen der planeten en van de maan geen ander effect 
ten gevolge, dat op dit oogenblik binnen het bereik der 
waarnemingen zou vallen. 


1) En kort geleden ook door Einstein (Oct. 1916). 
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Als wij de nieuwe theorie aanvaarden, moeten wij de 
gravitatie beschouwen als een eigenschap der tijd-ruimte, 
in dien zin, dat dezelfde coëfficiënten Jij» die de metrische 


eigenschappen dier tijd-ruimte karakteriseeren, tevens het 
gravitatie-veld bepalen. Maar deze zelfde gravitationeele 
tijd-ruimte dient ook ter beschrijving van alle andere 
physische verschijnselen. Derhalve moeten alle physische 
verschijnselen door de gravitatie worden beïnvloed. Twee 
voorbeelden mogen volstaan. 

De wereldlijn van een lichttrilling wordt bepaald door 
de —0. ‘Als de gij niet constant zijn, is dit geen rechte lijn, 


de lichtstraal wordt dus door het gravitatie-veld gekromd 
alsof hij door een medium ging met veranderlijke optische 
dichtheid. Een lichtstraal, die bv. dicht langs de zon heen- 
strijkt, zal om de zon gebogen worden. 

Ook de tijds-eenheid, en dus het aantal trillingen per 
tijds-eenheid, is afhankelijk van het gravitatie-veld. Spec- 
traallijnen, ontstaande in een sterk gravitatie-veld, b.v. op 
de zon, zullen dientengevolge naar het rood verplaatst 
schijnen. 

Deze beide gevolgtrekkingen zijn nog niet door waar- 
nemingen bevestigd. Zij kunnen als voorbeelden dienen, 
waaruit blijkt, hoe de nieuwe theorie in alles ingrijpt, ‘en 
overal niet alleen als ordenend principe, maar ook als - 
hulpmiddel tot ontdekking optreedt. 

Op een belangrijke bijzonderheid der vergelijkingen (3) 
moet nog de aandacht gevestigd worden. Daar Gj = Gij 
en y= Tj, zijn er 10 van zulke vergelijkingen, en er 
zijn ook 10 grootheden Jy te bepalen. Evenwel zijn de 
vergelijkingen (3) niet onafhankelijk van elkander, maar 
vier er van volgen uit de zes andere. Zij zijn derhalve 
niet voldoende om de 9 te bepalen. Dit hangt samen met 
de logische grondslagen van de theorie. Want de gj bepalen 
geheel het karakter van het vier-dimensionale coördinaten- 
systeem, en het principe der algemeene relativiteit eischt 
juist, dat dit systeem willekeurig gekozen kan worden. 
Als dus de Jij door de vergelijkingen (3) geheel bepaald 
waren, zouden wij de absolute ruimte en den absoluten tijd 
weer terug hebben, die juist door het algemeene relativi- 
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teitsbeginsel ontkend worden. Om de Jij geheel te bepalen, — 
moeten wij vier voorwaarden toevoegen, die willekeurig 
kunnen gekozen worden, en die de keuze van het coördi- _ 
naten-systeem bepalen. Al naarmate van den vorm van À 
deze additioneele voorwaarden zullen de g,; verschillende _ 
functies der coördinaten zijn; de bewegingsvergelijkingen — 
zullen een verschillenden vorm hebben, de loop der licht 
stralen zal verschillend zijn, maar de wereldlijnen zullen _ 
elkander altijd op dezelfde wijze snijden, en alle waar- — 
neembare verschijnselen zullen dus dezelfde zijn: zij zullen 
alleen met behulp van verschillende ruimte-coördinaten en — 
een verschillenden tijd beschreven worden. Het eene _ 
systeem kan praktischer zijn in het gebruik dan het andere — Ì 
dat is een kwestie van smaak; maar wij hebben niet het 
recht, het eene systeem juist te noemen en het andere fout. 


Over het zien door een ruit van spiegelglas 
DOOR 
R. GOORMAGHTIGH (Londen). 


In een artikel, geplaatst in het W.T. (XIllen jaargang, — 
afl. 1, bladz. 20-—29), behandelt Dr. Mounier het volgende — 
vraagstuk: 

Zij ABCD de doorsnede van een ruit (fig. 1); wij beschou- — 
wen stralen, die van een punt P uitgaan, en het glas — 


Fig: 1. 


doordringen. Een straal PE, die met de normaal op AB 
een hoek maakt, vervolgt zijn weg door het glas volgens 
de rechte EF, die met de normaal een hoek r maakt, en _ 
gaat uit in F in zijn oorspronkelijke richting volgens FS; So 
de omhullende der stralen FS te bepalen. 5 
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De loodlijn, uit P op AB en CD neergelaten, snijdt deze 
rechten in G en H; op GH neemt men een punt H/ zoo- 


AB, evenwijdig met AB en CD. De straal FS ontmoet 
AB, in T, en defiguur PEFT is een parallelogram. Hieruit 
volgt dus, dat de gestelde vraag neerkomt op het zoeken 
van de diakaustiek eener rechte voor stralen, die uit een 


_ punt P gaan, de brekingscoëfficiënt, zijnde ; ‚ indien men 


door »n de brekingscoëfficiënt van het glas voorstelt. 

Dit vraagstuk werd reeds opgelost door Gergonne (De la 
manière dont les poissons nous voient et dont nous les voyons, 
Annales de Math, XI, 182021): de stralen FS zijn de nor- 
malen eener vaste ellips (EK). 

Hiervan gaf Schlömilch een ander analytisch bewijs in 
zijn Compendium der höhere Analysis (5e Auflage, Braun- 
schweig, 1881), 1, bladz. 132. 

‚Wij zullen nu deze stelling uit zeer eenvoudige meet- 
kundige beschouwingen afleiden. 

Zij (E) een ellips met assen 2a, 26 en brandpunten 
ae (fg. 2). 

De normaal in een punt M snijdt de assen in N en N’, 
Vermits de cirkel FME’ ook door N’ gaat, heeft men: 

EN’ (EM + FM) = MN’. FE’; 


indien men de afstand der brandpunten door 2c voorstelt, 
kan men deze betrekking ook schrijven: 


EN'= © MN’, 
Uit de beschouwing der AA FNN’ en MEN’ volgt ook: 


EN MN 0 
NN EN’ e: 
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Zijn nu 1/ en @/ de hoeken, gevormd door EN’ en N’N 
met de groote as van (E), dan is volgens de laatste 
betrekking : 

SL NGN khan 
sin? TEN a’ 


Hieruit volgt, dat in fig. 1 de stralen FS de normalen zijn : 


eener ellips (E), waarvan de excentriciteit gelijk is aan sf ‚ de 
assen van (B) zijn de rechten PH en A‚B,, P ús een der 
brandpunten. 

Dit veronderstelt B (1, dus »n ) 1, wat het geval is, als 


de stralen, van P uitgaande, het glas doordringen; dan is 
nagenoeg n=} *). 

„Uit de gevonden stelling is de vergelijking van de om- 
hullende der stralen FS gemakkelijk af te leiden. 

Men heeft c=PH’=h, zijnde h de dikte van het glas; 
de assen van (E) zijn dus: 

2nh, 2V(n? —1I)h. 
Neemt men A‚B, als v-as en PH als y-as, dan zijn 
Wik 


en 


glee bat (E) zi 


de vergelijkingen van (E) en van de ontwondene van (E), _ 
d.i. de omhullende der stralen FS, 
Stelt men »=}, dan wordt de laatste vergelijking : 


(Gie) et + (pe) vr 
' 


1) Indien men brekingscoëfficiënten beschouwt, die kleinerzijn 
dan 1, en de diakaustiek zoekt, gevormd door stralen, die vaneen _ 
punt uitgaan, dan vindt men op dezelfde manier, dat de gebroken 
stralen de normalen eener hyperbool zijn. 

\ 
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Over de verdubbelingsformule 


DOOR 
J.N. VISSCHERS (‘s Hertogenbosch). 


Zij R de straal van den cirkel, a de koorde, die bij een 
zekeren boog behoort en b de koorde, die den halven boog 
onderspant, dan is de formule: 

be RK RAE) neden verden 0e) 

In de leerboeken der Planimetrie komen bewijzen voor. 

Een enkele maal vindt men ook opgemerkt, dat deze 
formule algebraïsch te herleiden is tot 

b=VR(R Ea) R(R-—-}4). . . « (4) 


Jacques Hadamard geeft in zijne Lecons de Géométrie 
élémentaire eerst («) en daarna (£). Tot de laatste komt 
hij aldus: Zij AB=BC=b en AC =a, 

ERD BD NAB=2RX de Ra ter. (I) 
EED) BDA ANA en ed te LI) 

Hieruit: AB + AD =[4R? + 2Ra] 

AD — AB —= W[4R? — 2Ra] 
AB=VTIR(R + 4 4)|— VV R(R — ja) 
AD=WR(R da) + WV R(R-—-{4). 

Door deze berekening blijkt dus, dat AB het verschil 
is van 2 liĳnen en AD de som van dezelfde 2 lijnen. De 
meetkundige beteekenis dezer lijnen komt echter niet uit. 
Dit úu is wel het geval bij de volgende beschouwing. 

Trek de middellijn HK evenwijdig aan AC. Nu is HA = 
V2R(R—4a) en HC=WV?2R(R +44). Neem HF == HA, 


it, 
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dan is AB =FB=BC en / FBC == 90°; want ZBOH 400. 
Laat nu nog uit H de loodlijn HG neer op BC, dan heeft 
men BC =CG—BG =VR(R +44) —-VR(R—44) Even- 
zoo blijkt uit de fig. dat AD de som is van de lijnen 
VR(R+La) en WR(R-—ja). Verder kan men de formule 
(2) vinden door berekening uit den koordenvierhoek ABCH. 
Men heeft daarin volgens het theorema van Ptolemeus: 
aRV2=b2R(R HEA) HV ZR(R—ta)| of 
b=VR(RHLa) —WVR(R—}0). 
Op overeenkomstige wijze kan ook AD berekend worden. 


De Schijnbare Omtrek van de Wig van Wallis 


DOOR 
J. W. N, LE HEUX, (Breda). 


Nevenstaande figuur stelt voor de H- en V-projectie 
van een rechten cirkelcylinder; O,a; 1,6; 2,c enz. zijn de 
H projecties van beschrijvende lijnen. Verbindt men 0 met 
e, 1 met f, 2 met g enz. dan omhullen de V projecties 
dezer lijnen den schijnbaren omtrek van een eenbladige 
hyperboloïde. Verbindt men O0 met e, l met d, 23 met f 
enz., dan omhullen de V projecties dezer lijnen den S. 0. 
van. een (dubbele) wig van Wallis. Zij gevraagd de ver- 
gelijkingen van deze twee S. 0. op het rechthoekig stelsel 
XOY te bepalen. 4 

À. Eenbladige hyperboloïde. Als P zich eenparig beweegt 
op den ondersten cirkel en Q (bg PQ is constant) op den 
bovensten, dan wordt: de beweging van P gegeven door 
x=rsinp y=—h (hoogte cylinder =?2h), waarbij p ver- 
andert van O tot 360%, en die van Q door @ =r sin (p + 22), 
y=h, waarin « constant. De verbindingslijn heeft tot vergel. 

el OSS HIP er D 
2h ___ risin(ed2a)—singpl bg 

B. Dubbele wig van Wallis. Hier verbindt de beschrij- 
vende lijn hetzelfde punt Q, als sub A met een punt P, 
dat zich juist in tegengestelde richting op den ondersten 
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cirkel beweegt, dus gegeven door w=—rsinpy=—h. 
De scherpe kant van de wig staat dan | PQ. De verge- 
lijking van de bewegende lijn wordt hier 
Dieke: et PEP Be (ID 
2h rr }sin (wp + 24) + sin ol en 


In beide gevallen verkrijgt men de verg. van den S. 0. 
door @ te elimineeren tusschen de vergelijking van de 
rechte PQ en hare afgeleide naar v. 

Vergelijking (1) wordt 

y- © —rsinp 
_h — rsinacos(o +a) 
of he + sin p |r (y4h) sin? « — herl — cos p Ir sin a COS a (yJ-h)l. 

Vergelijking (IL) wordt | 
hae + sin hr — r (y + h) eos? al — COS p |r sin a COS « (y + h)|. 

Beide zijn van den vorm Ax P sing —Q cos p =0. 
Gedifferentieerd naar p geeft P cosotQsinp=0. Uit 


deze 2 verg. krijgt men sin p= gs en 


COS Pp = padt waaruit volgt-h3 2 =P? + Q?, 


Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang. 0 
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De factor P? + Q?=0 geeft de imaginaire lijnen 
y=dtiheotga voor [ en 
gite arvoorstk 

Nu ís de waarde van Q in de beide herleide vergelijkin- 
gen l en IL dezelfde. 

De waarde van P is voor (Dr (y +h)sin ? « — hren voor 
IH Ar —r(y t+h)eos? a. Deze waarden gesubstitueerd in 
hx? =P? +Q? geeft de vergelijkingen van de S. Omtr. 

Men vindt na eenige herleidingen, in ’t eerste geval 
h? a? =r? y?sin? adh? r?ecos?« en in ’t tweede geval 

hep re COR hen Si 


leo (rds) =! (hyperboloïde) en 


( a) — GE) =i (wig v. Wallis). 


Dit resultaat toont aan: le. dat de schijnbare omtrek 
van de wig v. Wallis een hyperbool is. 

2e. dat voor «=—=45° (PQ onderspant dan een boog van 
90°) deze schijnbare omtrek volmaakt dezelfde is als die 
van een omwentelingshvyperboloïde, die hoogte en grond- 
vlak met de wig gemeen heeft. 


De Pseudo-Conchoide van Schoute 


DOOR 
J. W.N. LE HEUX (Breda). 


In zijn „Beiträge zur Blattstellungslehre” t) wordt J. C. 
Schoute gevoerd tot het volgend probleem (zie figuur): 

Stel, dat de bladstof van O uit regelmatig verdeeld wordt 
over het deel van den cirkel, gelegen tusschen de even- 
wijdige lijnen AB en CD. Boven CD krijgt deze verdeeling 
een plotselinge toename, zóódanig, dat de hoeveelheid blad- 
stof op een oneindig kleinen sector OR gelijk is aan die 


') Recueil des Travaux Botaniques Néerlandais, Vol. X, Livr, 
8 et 4, 


nr 


ee nT 


4 
3 
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op een oneindig kleinen sector OA. Men vraagt de meet- 
kundige plaats der punten R. 

Deze vraag wordt door P. H. Schoute teruggebracht tot 
het bepalen der meetk. plaats van de punten, die het stuk 


SP van een sector OP in een gegeven verhouding ver- 
deelen, de punten R dus, waarvoor geldt: 
OR? — 05’ 
OP? — OS? 
waaruit als poolvergelijking der gevraagde meetk. plaats 
volgt: 


of amd) Sec p_ 
id ET sec? 


pr =k?r? Ha? (l—k?) sec? p 
of p= |k?r* Ha? (1 —k°| Ha? (lk?) tg? op. 

Voor het teekenen dezer kromme nu worden in de boven- 
genoemde verhandeling twee constructies aangegeven, 
eene voor het nuttige en eene voor het parasietische ge- 
deelte — hieronder volgt een derde constructie voor beide 
tegelijk. 

Stel, zooals ook door Sch. is aangegeven, k = cos a, dan 
wordt de coëfficiënt van tg?’ = q? = a’sin?«, terwijl 
k’r* +a?(l—k*) overgaat in p? = r? cos? a Ha? sin? a. 
Wanneer de verhouding k gegeven is, kan men in de ge- 
geven figuur (een halve cirkel met straal #, waarin op een 
afstand a een koorde is getrokken // de middellijn) gemak- 


kelijk p en q construeeren. De vergelijking wordt dus: 
2) 


mk te rpl is ge tg e) IK 
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Stel nu Zigp —= tgg’, dan wordt e = psecgp’, terwijl 
tegelijkertijd qtgp=ptge'. Hieruit volgt deze constructie : 

Beschrijf concentrisch met den gegeven cirkel twee cir- 
kels met stralen q en p (p >q) en trek aan beide de lijn 
der tangenten. Geef aan p b.v. de waarde XOG, dan is 
LG =gqtge=NH==ptg NOH =p tg p'. 

OH is dan =psecg’ en door deze lengte om te cirkelen 
tot aan de voerstraal OG van hoek wp, krijgt men een punt 
k van de gevraagde kromme. Daar 

NE? =r? — pt=(r? —a*) sint e= MD? sins 
terwijl LE: MD =gq:a=asinea:aen dusook LE =MD sine, - 
blijkt bij een hoek DOX =p een hoek FON =p’ te behoo- 
ren, zóó, dat OF omgecirkeld in D komt. De kromme gaat 
dus door de snijpunten van CD met den gegeven cirkel. 
Zij nadert de lijn der tangenten van cirkel OL asymptotisch. 


Oppervlakte-Meting 


DOOR 
VAN WIJK (Tiimahi). 


Aanvulling van bladz. 31, 5e alinea, 


Met een driehoekige oppervlakte-eenheid wordt het be- 
„wijs, dat in figuur 1, waarin CD de bissectrice van hoek 
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ACB is, de betrekking m? =ab — pq geldt, als volgt geleverd: 

We maken CE =CB en CF = CD, dan is de oppervlakte 
van AFDE, uitgedrukt in de gearceerde eenheid gelijk 
aan ab — m?. 


Fig. 2a. 


Uit de congruentie van de AA BDC en EFC volgt, dat 
EF =p en / DEF =/ ABC. 

Daar dus A EDG A EFC, is Z EGD = / ACD. 

De oppervlakte van AFDE is dus gelijk aan pq, waarmede 
het gestelde bewezen is. 

Is m grooter dan b, (figuur 2) dan wordt / EGD = / ACD, 
en is ab — m? het verschil der oppervlakken ADE en ADF. 


Opp. ADE = opp. GDE — GAE = (GA + 9) (GF + p) — (GA) 
(GF + p)=gqg (GE — p). 

Opp. ADF == opp. GDF — opp. GAF = (GA Jg) GF — 
GA XGF=gXGF. Opp. ADE — opp. ADF = pg. 
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(N.B. Wanneer we m op BC en bop CD afzetten, ontstaan 
precies dezelfde figuren (zie de stippellijnen in fig. len 2.) 
Dat in de figuren 2a en 2b de betrekking pq = m? + ab 
geldt, wordt op soortgelijke wijze bewezen.) 

Beschouwen we de A opp. eenheden met ingesloten 
hoeken van 0°—180°, dan blijkt een eenheid, waarvan de 
ingesloten hoek dichter bij 90° gelegen is dan die van een 
andere: eenheid, grooter dan deze laatste te zijn (zie fig. 5; 
de lengte-eenheid is bij alle dezelfde). 

Met behulp hiervan kunnen we een direct bewijs leveren 
voor de eigenschap, dat in een driehoek tegenover een 


Fig. 3. Fig. 4. 


grooteren hoek een grootere zijde ligt, zonder dus een 
redeneering „uit het ongerijmde” te moeten volgen. Zij nl. 
in fig. 4 ZB ) ZC, dan is e‚ > e… De oppervlakte van den 


driehoek, in deze beide eenheden uitgedrukt, bedraagt resp. 
ac en ab. Daar de le eenheid grooter is dan de 2e, zalde 


€ BA GC 45 ET 


Fig. 5. Fig 7. 


laatste vorm grooter zijn dan de le. Dus ab ) ac of bra 
Bij een stompen hoek is ook gemakkelijk in te zien, dat 
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ey (in fig. 5) grooter is dane, ofe,, daar CBA ) Z A of Z/C, 
zoodat ook in dit geval het bewijs blijft gelden. !) 


Op blz. 32 komt een drukfout voor; in de 6e regel v. 0. 
moet ABC door DBC worden vervangen. Op pag. 34 is 
in de 7e regel. v. b. „/ BDE” tusschen „£ ACE” en „=” 


B 


\v 


B Nn: 
Á DE ( 
Fig. 6. 


(In de figuur is de ligging van D en E met opzet onjuist geteekend.) 


niet ingelascht. Bij nader inziens had de geheele daarna 
gevolgde redeneering veel eenvoudiger kunnen zijn nl: 

AB antiparallel met CD en deze weer antiparallel met 
EF dus AB // EF. 


NASCHRIFT. Ten slotte zij vermeld, dat het denkbeeld, 
om verschillende meetkundige eigenschappen met drie- 
hoekige vlakte eenheden te bewijzen, mij feitelijk aan de 
hand is gedaan door Dr. H. A NABER, die indertijd bij één 


1) Nog een ander direct bewijs kan voor deze eigenschap ge- 
geven worden, wanneer we gebruik maken van de eigenschap, dat 
van een driehoek de som van 2 zijden grooter is dan de 3e zijde. 
Nu zal men tegenwerpen, dat, om deze laatste eigenschap te be- 
wijzen, we van de eigenschap, die we thans bespreken, gebruik 
moeten maken door b.v uit het hoekpunt tegenover de derde zijde 
een loodlijn op deze neer te laten of door omeirkelen de som van 
de le en 2e zijde op één van deze beide uit te zetten, Dit is 
echter geen noodzaak. Beschouwen we daartoe fig. 6, waarin 
AD=AB en CE =CB op AC zijn uitgezet. Nu is: 
ZABD 4 /CBE =90° — SA +900 — 1 C=1800 — 1(A HO, 
(De hierbij gebruikte eigenschappen gaan in de leerboeken van 
Versluys, Molenbroek e.a. aan de eigenschap, die we thans willen 
bewijzen, vooraf) 

Z ABC —=1800 —(/ A/C) {/ ABD 4 Z CBE 

ZABD en / CBE vallen dus deels over elkander, hetgeen ook 
moet gelden voor AD en CE Hiermee is het bewijs geleverd, 

Zetten we nu in fig. 7, waarin / BAC > / BCA, de laatste hoek 
op de le af‚ dan is AD =DC. Volgens de zooeven bewezen 
eigenschap is nu: 

AD + BD —= BC ) AB. 
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zijner lessen op de H.B.S. te Hoorn opmerkte, dat het 
theorema van Ptolomaeus met behulp van dergelijke een- 
heden was te bewijzen. Of Dr. N. het bewijs toen ook 
gegeven leeft, wat wel waarschijnlijk is, is mij niet meer 
bekend; ik heb er in mijn aanteekeningen niets meer van 
_ kunnen vinden en heb het later weer afgeleid. 


moemadie 


Verslagen van Mondelinge Examens. 


Verslag van een Mondeling Examen K 1. 


1. Rekenkunde en Algebra 14 uur). 

Rekenkunde, 

Welke soorten getallen onderscheidt gij? Vergelijk hun 
menigvuldigheden. 

Geef de definitie van een limiet. 

Bepaal het aantal cijfers van de periode van 

Kent ge een getal, deelbaar door 17, dat enkel uit negens 
bestaat? (Denk aan Fermat.) 

Bewijs het theorema van Fermat. 

Hoe lost ge op: Tw + 8y = 89? 

Herleid : 192? + 12° — xt 853 35? J- 1004 H 29 =0 
(mod 17) tot haar eenvoudigste gedaante. 

Bepaal de rest van 12569?°5$$7 bij deeling door 17. 

Bereken de wortels der congruentie: #? — 5e +10 =0 
(mod 17) 

Heeft iedere congruentie van den tweeden graad wortels ? 
Hoe onderzoekt men dit? 

Hoeveel kwadraat-resten heeft een getal? Hoeveel niet- 
resten ? 

Wanneer is het getal (p—1l)!+1 deelbaar door p? 
Bewijs het theorema van Wilson ? 

Algebra. 

Van de vergelijking van den 4en graad: 

Art + Br? + Cx? + Dar + E=0 

is A positief, de tweede Sturmsche functie X, is van den 
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vorm: Fe? +...., waarin F negatief is, de derde Sturmsche 
functie Xs is van den vorm Ga +...., waarin G negatief 
is. Bepaal het teeken der vierde Sturmsche functie, en 
leid hieruit af‚ dat bovenstaande vergelijking niets dan 
complexe wortels bezit. Hoe onderzoekt ge, of een verge- 
lijking meervoudige wortels bezit ? 

Bepaal # uit 13° = 6 4-7, 

Wanneer zegt men, dat een reeks convergeert? Wat is 
dan haar som ? 

Wanneer convergeert een reeks met complexe termen ? 
Wat is een absoluut convergeerende reeks? Hoe staat het 
bij deze reeks met de verwisseling der termen ? Bewijs, 


dat de.reeks 1 + 5 en E — 1 +... convergeert. 


Wanneer convergeert de reeks: f(a) + f‚(@) + f(a) +... 
uniform in ’t gebied a << x{b? 


10 
1 xt 


Eon Ent) 


Onderzoek, in welk gebied de reeks 


gelijkmatig convergeert. 
Wat weet ge te vertellen van de continuïteit van een 
functie, die voorgesteld wordt door een uniform convergee- 
rende reeks ? 
ed 6y=1 
iysd-6n3y* +-8y2 =I? 
Wat is de graad der resulteerende vergelijking ? 
Bewijs het theorema van Girard—Newton. 
Wat wordt er van den cirkel #° + y?* =r°, wanneer hij 
afgebeeld wordt in het U-V-vlak, zoodanig, dat 
} 1 


UI WWE ek 
1 itn 


Hoe berekent ge « en y uit: 


2. Trigonometrie (drie kwartier). 

Bepaal, voor welke waarde van x de functie sin x + cos x 
een maximum bereikt (2 methoden). Bepaal, voor welke 
waarde van #@ sine peosrx een maximum bereikt. Her- 
leid p sin Jqgeos ax tot de goniometrische functie van één 
enkelen hoek, 

Gegeven van een vlakken vierhoek ABCD de zijden AB, 
CD en de hoeken A, Ben C. Bereken de beide andere zijden. 

Gegeven van een boldriehoek ABC de drie zijden. Te 
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berekenen achtereenvolgens: bissectrice, mediaan en hoogte- 
lijn uit één der hoekpunten. De gevonden formules geschikt - 
maken voor logarithmische berekening. Wat wordt uitdeze _ 
formules, wanneer één der hoeken recht wordt ? f 


9. Meetkunde (1 uur). 


Gevraagd in een bolsegment een kubus te beschrijven. _— 
Van een viervlak kruisen twee paar ribben elkander _ 
loodrecht. Bewijs, dat ook het derde paar elkander lood- 
recht kruist. Als van dit viervlak de lengten van 4 der 
ribben gegeven zijn, bereken dan den inhoud. De inhoud 
ook te berekenen, door ’t viervlak als een prismoïde te 

te beschouwen. 

Gegeven een cirkel en een puut daar buiten. Wat is de 
poollijn van dit punt ten opzichte van den cirkel? Con- _ 
strueer de poollijn, en bewijs, dat deze loodrecht staat op _— 


de verbindingslijn pool-middelpunt van den cirkel. Bewijs — 


ook, dat de poollijn gaat door de raakpunten der raaklijnen 
uit P aan den cirkel. Wat doet de poollijn, als de pool zich 
over de rechte beweegt? Wat is ’t poolvlak vaneen punt _ 
ten opzichte van een bol? Bewijs, dat het inderdaad een 
plat vlak is. Wat doen de poolvlakken, wanneer de pool 


zich over een rechte beweegt? Gegeven 3 punten buiten _ 


den bol. Wat weet ge van de pool te vertellen ? (Pas op !) 


4. Beschrijvende Meetkunde (1 uur). 


Bepaal het hoogtepunt van een in een willekeurig vlak 
gelegen driehoek. 

Gevraagd te construeeren den omwentelingscylinder, die 
een gegeven rechte Zl tot as heeft, en aan een gegeven 
cirkel C in ’t horizontale vlak raakt. | 


Gegeven twee bollen willekeurig in de ruimte. Constru- 
eer het machtvlak van deze beide bollen. Gegeven een 


bol, en een lijn daarbuiten. Gevraagd te construeeren de 8 
raakvlakken door deze lijn aan den bol. EE 


5. Analytische Meetkunde (drie kwartier). 


Gegeven: cirkel #?+y? = a?; parabool y?° = 2x; 
rechte y=?2a. Te bepalen de meetk. plaats der polen van _ 
y=?a ten opzichte van de kegelsneden van den bundel, — 
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bepaald door cirkel en parabool. Wat stelt de gevonden 
(tweedegraads)kromme voor ? Leid uit de algemeene ver- 
gelijking der poollijn van een punt (z,, y,) af: 


LO òy Pe 

Gegeven van een kegelsnede 5 punten. Construeer haar 
middelpunt. 

Gegeven van een hyperbool de asymptoten en 1 punt. 
Construeer meer punten, en bewijs deze constructie met 
behulp van ’t theorema van Pascal. Bewijs het theorema 
van Pascal. 

Rotterdam. S.C. VAN VEEN. 


Verslag van een mondeling-examen K v 1916. 
Integraal-rekening (95—103). 
Geef de definitie van 


[ro da 
a 


Bewijs de eigenschap 
b 


| rode =O) —F@; 


les) 

oet En N 
| e dx; bewijs dat deze integraal beteekenis heeft. 
0 


Bewijs de eigenschap 


0 £ ej) 3 ao oo 
mem Pi _—d 
| e da | e did | e mes) dae dy ; 
0 0 0 0 


sin datt d j s 8 
Vie? wijs de convergentie van deze integraa 


0 
Bewijs de eigenschap: 
b 


le} 


Wanneer in | fe) de f(«) voorgesteld wordt door een 


a 
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reeks, die in ’t gebied a {ax <b uniform convergeert, dan 
mag de onder het integraalteeken zich bevindende reeks 
termsgewijze geintegreerd worden. 


L 4 

6 Gb Ka) S . 
| pee voor welke waarden van a heeft deze in- 
0 


tegraal beteekenis? Hoe berekent ge de waarde? Welke 
andere methoden zijn u nog bekend ter bepaling van de 
waarde van bepaalde integralen? 

Over differentiaal-vergelijkingen, waarvan de graad kan 
worden verlaagd. 

Over de vergelijking van Riccati. 

Integreer: qy° — pxy* = arg. 

Algemeene oplossingsmethode der lineaire partieele dif- 
ferentiaalvergelijking : Pp + Qq =R bewijzen. 


Differentiaal-rekening (114—12). 


Gegeven : px + qy=w. 
Te bepalen Lr AE NN 
oplegt Ap Lrdpdg: =d eek 
zi ROR 
Ontwikkel bg tea in een reeks. 
Reeks van Taylor. Afleiding der volledige restterm van 
Schlömileh-Roche. Reeks van Maclaurin. 
Stelling van Rolle. 


Bewijs de eigenschap: 


Analytische Meetkunde (1424). 


Van een regelvlak zijn gegeven de volgende richtlijnen : 

le cirkel y* =2r# — 2 iin ’teay vlak, 

2e Z-as. 

gende rechten ries 

Bepaal de vergelijking van dit regelvlak. 

Waarin ontaardt het, (in een 3e graads-opp. en een plat 
vlak) en waarom. 

Gegeven de éénbladige hyperboloïde se + TA 1 

Bepaal de vergelijking van het poolvlak van een punt 
(@,, Yi, Zj) t- O. ve deze hyperboloïde, 


nt en a nt ted Ga Mir Cad 


eN 0 
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Bepaal de vergel. van het raakvlak in een punt #3, ya, 22. 

Geef de vergelijking van de asymptotenkegel van deze 
hyperboloïde. 

Wat verstaat ge onder de strictielijn van een regelvlak ? 

Hoe bepaalt ge een punt van de strictielijn van bovenstaan- 
de hyperboloïde, gelegen op een bepaalde beschrijvende ? 

Wat stelt de vergelijking: ey =z° voor? 


Beschrijvende Meetkunde (23 — 35). 


Orthogonale projectie. Gegeven een cirkel in ’ horizon- 
tale vlak. Deze cirkel is de richtlijn van een kegel, waar- 
van de top ligt in een rechte a _| horizontaal vlak, 
die den cirkel snijdt. Verder een lijn b willekeurig. 

a en b zijn richtlijnen van een regelvlak, waarvan 
’t horizontale vlak richtvlak is (wat is dit voor een regel- 
vlak?) Wat weet ge van de snijkromme van dit regelvlak 
met den kegel te vertellen ? Waarin ontaardt deze snij- 
kromme ? 

Bepaal een punt van de snijkromme, en construeer de 
raaklijn in dit punt aan de snijkromme. Welke rol speelt 
de top van den kegel in deze snijkromme ? 

Gegeven een rechte / en een cirkel C beide gelegen in 
een vlak V // vertikaal vlak. De cirkel wentelt om de 
rechte. Bepaal een punt, gelegen in een vlak | op de as 
van wenteling, dat bij projectie op 't horizontale vlak een 
punt van den schijnbaren omtrek in die projectie levert. 

Centrale projectie. Gegeven de centrale projectie vaneen 
rechte, haar vluchtpunt en de projectie van twee punten 
Á en B op die rechte. Bepaal het midden van AB (2 meth.) 

Awxonometrische projectie. Gegeven een cirkel in ’t XOY- 
vlak, rakende aan de Y-as, middelpunt op de X-as; verder 
een rechte // Y-as, en waarvan de horizontale projectie 
door het middelpunt van den cirkel gaat. 

Deze lijnen, tezamen met de z-as zijn de richtlijnen van 
een regelvlak. Bepaal een beschrijvende rechte; bepaal 
het raakvlak in een bepaald punt van deze beschrijvende. 

„Wat zijn raccordeerende tweedegraads oppervlakken ? 

Bewijs de eigenschap, waarop haar constructief gebruik 
berust. S.C. VAN VEEN, 
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Verslag van een Mondeling Examen Kir 1916. 
Theoretische Mechanica (10—11 uur). 


Waartoe kan een stelsel volkomen willekeurige krachten 
in de ruimte herleid worden ? Hoe toont ge dit aan ? (Twee 
methoden, analytisch en meetkundig.) Wat zijn de typische 
invarianten van het resulteerende stelsel ? 

Hierbij kwam ter sprake, dat de inhoud van de tetraeder, 
geconstrueerd op de beide resulteerende krachten als 
kruisende ribben, invariant is. (Het bewijs van deze m. i. 
zeer belangrijke stelling zocht ik in een twintigtal der 
meest gebruikte leerboeken der mechanica tevergeefs. Er 
is slechts een zeer eenvoudig bewijs in de vraagstukken- 
verzameling van Jullien.) 

Hoeveel evenwichtsvergelijkingen in de ruimte? In het 
platte vlak ? Waarom ? 

Het beginsel der virtueele verplaatsing. 

Dit beginsel toegepast op : 

1°, de brugbalans; 

29. het stelsel, gevormd door een homogene balk, gelegen 
in een verticaal vlak V,, rustend tegen een ander verti- 
caal vlak V,, zoodanig, dat V, | V, staat, en verder rus- 
tend op een pen, // snijlijn van V, met ’t horizontale vlak. 

Beginsel van levende kracht en arbeid. 

Een homogene staaf (massa M, lengte 2/) is aan ’t boven- 
einde draaibaar opgehangen, in een stand, die een hoek 6, 
met de verticaal maakt, Daarna losgelaten, wordt gevraagd 
naar de reactie in ’t ophangpunt, als de staaf een hoek 4 
met de verticaal maakt. 

Hierbij kwam dan natuurlijk ter sprake: hoeksnelheid, 
hoekversnelling, centripetale versnelling, traagheidsmo- 
ment, statisch moment, etc. S. C. VAN VEEN, 


Verslag van een Mondeling Examen Kir 1916. 


Werking luchthamers. 

Waarom tegenwoordig meer luchthamers dan stoom- 
hamers ? b 

Draaistroom of gelijkstroom ? 

Transformatoren. 


Ls nan Wen oord tinnen aal ad 


alsa Et Dad Sn Std edn en den he 


| 
| 
| 
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Verschillende krachtbronnen. 

Het zagen van een boom. 

Bewerking van katoen. 

Wat zijn momenten ? 

Bepaling zwaartepunt van een willekeurig lichaam. 

Wat zijn traagheidsmomenten ? 

Bepaling van het traagheidsmoment ten opzichte van 
een vlak, lijn en punt. 

Toestand van een rond lichaam (cylinder of bol) op een 
hellend vlak. 

Wanneer volkomen glijding, wanneer volkomen rollen ? 

Wanneer rollen met glijden vereenigd ? 

Verband tusschon den wrijvingshoek en hellingshoek. 
Everdingen. T. DE JONG. 


Verslag van een Mondeling Examen Kir 1916. 


Mechanica. 

Een bol (massa mm) hangt aan een massaloozen draad en 
kan om het ophangpunt in een verticaal vlak draaien. 
Men brengt den bol een hoek « uit den verticalen stand 
en laat hem daarna los. Welke kracht treedt in het ophang- 
punt op, wanneer hij den verticalen stand bereikt? 

Van een willekeurig aantal krachten in een plat vlak 
op verschillende manieren de resultante te bepalen ten 
opzichte van een punt (centrale as). 

Twee ladders van ongelijke lengte rusten van boven tegen 
elkander; alle krachten in grootte en richting te bepalen. 


Technologie. 

De verschillende methoden van Glbenittn 

Het harden van staal. Het inzetten van bouten. 

De werking van een 4-taktmotor met diagram, het ver- 
mijden van de punt bij explosie. 

Het gebruik van water als beweegkracht. 

De voor- en nadeelen tusschen electrisch en stoombedrijf, 

De verschillende toestellen, in gebruik voor samengeperste 
lucht. | 

Fort Ruigenhoek. C. BRASSER. 
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Boekbespreking, 


Annuaire pour an 1917, Publié par le Bureau des Lon- 
gitudes. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 1917. 2 frs. 

Dit bekende jaarboekje bevat dit jaar astronomische, 
metrologische en meteorolische gegevens, en bovendien 
als verhandelingen: 

G. Bigourdan, Le calendrier babylonien; 

J. Renaud, L'avance de l'heure légale pendant Yété de 
Yannée 1916; | 

M. Hamy, La détermination du Mètre en longueurs 
d'ondes lumineuses, met 5 gekleurde kaarten en 2 por- 
tretten. 

Het boekje is niet veel later dan in vredestijd. De prijs 
is iets hooger dan vroeger. 


, 


H. J. C. G. EILBRACHT, Ken onrijpe vrucht van wetgeving. 
(Het ontwerp van wet regelende de evenredige vertegen 
woordiging.) 

Arnhem, S. Gouda Quint, 1916. 

Vroeger is melding gemaakt van een brochure van 
denzelfden schrijver: „De evenredige verdeeling der zetels 
in de Vertegenwoordiging en het Verslag der Staatscom- 
missie voor evenredig kiesrecht” (Jaargang XII, bladz. 239). 

De nieuwe brochure deelt mede, dat de Staatscommissie 
thans aan een stelsel van zetelverdeeling de voorkeur 
geeft, dat zij eerst verwierp; terwijl de Minister juist het 
door de Commissie nu verworpen stelsel verkiest boven 
het vroeger door hem verkozene, dat nu door de Commis- 
sie wordt aanbevolen. Waar men zoo twijfelachtig is, hoopt 
de schrijver, dat men toch nog zal komen tot het wiskundig 
juiste stelsel. 

H. A. W. SPEKMAN. Prancis Bacon is William Shakespeare. 
Ontcijferd uit Bacon’s geheimschrift in zijn eigen werk 
„The advancement of Learning”, en uit de werken van 
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William Shakespeare, en The rape of Lucrece. Met pot- 
tretten en fascimilé'’s. | 

Arnhem, S. Gouda Quint, 1916. 

De strijd of Shakespeare werkelijk de schrijver is van 
de onder zijn naam verschenen werken, dan wel of Graaf 
Bacon de Verulam de samensteller zou zijn, duurt reeds 
geruimen tijd. 

De heer Sp. deelt in zijn boek mede, dat hij in „The 
advancement of Learning” de beschrijving van een geheim- 
schrift door Bacon heeft gevonden, aan de hand waarvan 
hij de andere werken onderzoekt. Hij komt dan telkens 
tot het besluit, dat Bacon de schrijver moet zijn van de 
aan Shakespeare toegeschreven werken. 

Er is een belangrijke hoeveelheid wiskunde-arbeid aan 
het boek besteed; de vraag rijst echter, of deze over- 
tuigend zal werken. 

De schrijver houde den recensent — niet-literator — ten 
goede, dat bij hem de vraag is opgekomen, of men ook niet 
zou kunnen bewijzen, dat Kloos of v. Eeden de werken 
van Shakespeare hebben geschreven, 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


” 


338. In „The Philosophical Magazine” van Nov. 1916, 
bladz. 476, spreekt H. 5. Carslaw over de 


Logarithmen van Napier. 


Hij onderstelt, dat daarbij drie verschillende opvattingen 
zijn waar te nemen: 

le het in verband brengen van de termen van een 
een rekenkundige reeks met die van een meetkundige; 
daaruit is vermoedelijk de naam Aéyos «píbuós (—= het aantal 
der verhoudingen) ontstaan ; 

2e. de beschouwing van twee bewegende punten ; 

de. de opvatting volgens de definitie: „de logarithmen 
van evenredige getallen hebben gelijke verschillen,” met 

Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang, 10 
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de voorwaarde, dat de grootten der logarithmen van 2 
getallen gegeven zijn. 

Wat le. betreft, merkt C. op, dat reeds Aristoteles de 
overeenkomst van twee reeksen gebruikte om vermenig- 
vuldiger en deeler te vervangen door optellen en aftrekken. 

Bijvoorbeeld volgt uit de reeksen 

1 Od, EN 15 

2,4, 8, 16, 32, 64 128,:256,0: „steve the 
dat 128 Xx 256 = 32768, omdat dit laatste getal overeenkomt 
met het getal 15, dat de som is van 7 en 8. | 

De Zwitser Bürgi maakte gebruik van de reeksen 
10x0, 1D oel 10 X 2, 10 X n 


| : 1 e n 
oe (tt oh). ora +) rl) 
in zijn Arithmetische und Geometrische Progress Tabulen, 
(geschreven tusschen 1605 en 1611, uitgegeven in 1620), 
terwijl Napier nam 
0, l, 


2, tar 
107, 107 (1 en zor) ror 1 — zor)» 


In zijn tijd kende men slechts tafels van sinussen en 
cosinussen ; hij nam als straal van den cirkel 107. 

2e. De sinus van 90° nam Napier 10°, die van 0° is nul. 
Bij elken sinus nam hij een getal (de logarithme), dat toe- 
nam van 0 tot oneindig, terwijl de sinus afnam van 90° tot 0°. 
Hij denkt twee punten met evengroote beginsnelheid; het 
eene eenparig over een weg van bepaalde lengte bewegend, 
het andere zoodanig, dat zijn snelheid evenredig is met den 
weg, die nog moet worden afgelegd. 

3e. Omdat uv iu == wel 

nl, (uv) — nl, u=nljv — nl, 1, 

als met nl, de log van N. bedoeld wordt voor een straal 10°, 

Dus: nl, (wv) = nl, u + nl,v — nl, 1. 


Hierin is nl,1l niet gelijk nul, maar voor r° gelijk aan 
161180896,58. 

Dit gaf als groot bezwaar, dat verplaatsing van een 
komma in een getal een groote verandering bracht in de 
log., want 

nl, (107% a) = nl, a — m (nl, 1 — nl, 10) 
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dus bijv. 
nl, (10”'a) = nl,a — 23025842,34 X m. 

Dit bezwaar vervalt onmiddellijk, als men nl, gelijk nul, 
en nl 10 gelijk 1 neemt. 

Een Appendix aan Napier’s werk Constructio, na zijn 
dood door zijn zoon uitgegeven, begint met de mededeeling, 
dat de belangrijkste verbetering der log. die is, waarbij 
0 als log. van 1, en 10.000.000.000 als log. van +; of van 
10!® wordt genomen. Er is hierbij geen sprake meer van 
de bewegende lichamen, of van overeenkomstige reeksen. 

Kort nadat Napier de Appendix had geschreven, kwam 
hij in kennis met Briggs. Deze nam later log 10 gelijk 1, 
en gebruikte tiendeelige breuken. 


999. Repeteerende breuken. 
A. Bij + 0,{42851 merkt men op, dat: 
851 —= 999 — 142. 
Heeft men in het algemeen een repeteerende breuk met 
een periode van 2n cijfers en is de waarde van het eerste 
deel der periode «, dan is de waarde der breuk: 
elen ee a erde 


10% oi er 


1 107 +1 
Het verschijnsel doet zich dus slechts voor bij breuken, 
wier noemer van de gedaante 107 +1 is, of die hiervan 
een deeler zijn; de kleinste zijn: 11; 7; 18 (deeler van 
108 +1); 19 enz. | 
Böhle, Frankfurt a/M., Zeitschr. f. Math. u. Naturw. 
Unterricht, 41e jaarg. 5e afl. 


B. Als : een repeteerende breuk levert met een periode 


van » cijfers: 
| 1 P - 
en armed td KE RETE 
B 101 nl 
dan is hieruit gemakkelijk te vinden, dat pc een tienvoud 
verminderd met 1 moet wezen: 


pc = 102 — 1, 
Beschouw nu: 
je U 
zi 


148 


dan bemerkt men, dat de periode hiervan, P’, uit evenveel 
en dezelfde cijfers bestaat. Blijkbaar is 


en Pee cl 
Uit deze betrekking vindt men nu gemakkelijk : 


cz=10z, He, , waarin: z,=lee,_j cel — ze | cl 


iz d-z, =10z, 4e, waarin: 


en in het algemeen : 
Cp? de Ee — 102, + Cp 
Ten slotte is: 
weg| Jan Gest ER C,, mn dee 


Dit geeft nu een nieuwe methode om door vermenigvul- 
diging de periode van een repeteerende breuk te vinden. 
BvD IS eee 

Men krijgt de volgende berekeningen: 

Oe is Hr En Ce ma 
UX 19E Ad == 30 sa En 0 
6 X-19- 3= 117; Ca =d 
TX 19 +11 =144; Can 
4AX 19 14= 90: Ca 


OX 19 I= Is eek 
zoodat > = 0,047619, 
St. Weiner, Mehrerau, zelfde nummer. _ dik 


Vraag en Äntwoord, 


Antwoord op Vraag 114, bladz. 15, Integraalrekening 1914, 
Nome 
Gevraagd de viervoudige integraal te berekenen : 


| | [ae dy dz dw, 


als de integratie uitgestrekt wordt over alle positieve waarden 
van ©, y, 2 en w‚ die voldoen aan : 


mrd y? Hatdwi Sd 42, 


Te Od mei Shen ae ER er 
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Oplossing. 1e) Wij zien direct, dat 
mel Kad € in dad 


18, =|| [fas dy dz dw == || [oz dy dz aje zn 


= [fre —_ (#2 Hy? Jz?) dae dy dz. 


Deze laatste integraal wordt uitgestrekt over alle posi- 
tieve waarden van «, y en z, die voldoen aan: 


ty? Je? KG a?, 
m.a w. de integraal wordt uitgestrekt over het 8e gedeelte 


van den bol, beschreven om den oorsprong als middelpunt, 


met de lengte a tot straal, gelegen tusschen de positieve 
gedeelten der coördinaat-vlakken. 


Door invoering van poolcoördinaten vinden wij dan: 


SER 
OA 
di | [rar —r) Xortdr dp sin 9d = 
nr Oer | | 
gi 
a 2 a 
=| reen DA ME) Xr r2dr == 
Vitkt 
dq 
en vl — 5) Pt 
5 | Ô a? ON 
0 
Stel ln p. Dan vinden wij: 
A 7 
2 2 
U = Sa [sine cos? dp = ze [sin 2p dp = 
0 0 


on 
2 
zld m- 
En Lee te 4 
16 fa Ae EA 
0 
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Wij vinden dus voor de gezochte integraal : Ue 
2e) De integraal | | Í Í de dy dz dw 
k ordyt det Hw? (a? 
kan zeer eenvoudig met behulp der elegante integratie- 
methode van P. G. Lejeune-Dirichlet berekend worden. 


Wanneer a,, 42, «-.- Op; %1, A2) «--. Ap gegeven post- 
tieve getallen zijn, en #,‚, «>, .... 2, voldoen aan de voor- 
waarde : 


dna Cn honet 


dan is algemeen: 


| [ Eee dep ...de = 


5 Saen EE ne se 


waarin ook p‚, pe, .--. Pp gegeven positieve getallen zijn. 
(Over het bewijs dezer formule zie onder meer : Serret- 
Hamack, Lehrbuch der Diff.- und Int.-rechnung, II, bladz. 298.) 
Substitueeren wij in deze algemeene formule: 
Aj =d 
Lt; a rsz; v‚—=w; 
Pi =P2 Ps Pa =|; 
a, =Ag =4z ZA ZA; 
dan volgt: 
ks A Dj A ED OREN. at LES 0 
WE LL | 4e dy dz dw = ai T3) 
uitgestrekt over #? hd 22 Jw? —=a? 
HV rie DAR 


4 


2 a 
Dus: U=a57 


S.C. VAN VEEN, Rotterdam; H. B. FIJNENBERG, Roermond. 


- 
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Antwoord op raag 115, No. 8, K;, Integraalrekening 
1914. 

Men vraagt met behulp der substitutie == Wz de oplossing 
der differentiaal- vergelijking 


dy 1 dy 
, > e= 
det mdr ek 
tot quadraturen terug te brengen. 
dy dy dz dy 
el, 
Oplossing. — Ene en 
dy 
oi PA de dy ‚ dy 
dj 1 DE) eros de ht 
Bee de gs dr WOEdL. 4e 772 td 4e ye Âtr 
dy 1 
of De Jy in 


re” 5 2 
De gereduceerde vergelijking luidt: el + y=0; 
stel y—=ek; Aat 0 
Amnehid. j 
ym=aet Abe “== Acoszt Bsinz. 
Wij passen nu de methode der variatie der constanten 
toe, en vinden dan, dat A en B aan de betrekkingen voldoen: 


dÄ Eed 
UGEAR + SIN 2 ET — () 
; dÂ dB 1 
waaruit volgt: 
dA sinz, SI Z 
amen dij de Edet 0, 
dB _ cosz, re 
Dus: 
/ 
- p= cos [+ SET art lana ren shet 


S 


‚ VAN VEEN, Rotterdam. 


Antwoord op Vraag 118. 
Een homogene staaf, lang 2 M., kan vrij wentelen om een 


152 


horizontale as, die door één harer witeinden gaat. Behalve het 
gewicht werkt op ieder massadeeltje m der staaf een kracht, 
gericht naar het punt O, dat op een afstand gelijk l M. verticaal 
boven A is gelegen. De grootte van die kracht is gelijk aan mu* 
maal den afstand van 't massadeeltje tot O, als de staaf met 
een gegeven hoeksnelheid w‚, door den stand gaat, waarbij haar 
zwaartepunt zoo laag mogelijk is geplaatst. 

Gevraagd, hoe het van den coëfficiënt u° afhangt, of de staaf 
volle wentelingen, dan wel slingeringen zal maken. 

Oplossing. Zie figuur. 


rf 


| \ 


à 


| 
| rp 
Bent 


me! 


Op een massadeeltje m, gelegen in P, werkt een kracht 
mu? OP naar O gericht, en een kracht mg verticaal naar 
beneden gericht 

Daar alle krachten, die op de staaf werken, in hetzelfde 
vlak gelegen zijn, geldt de bekende stelling, dat de alge- 
braïsche som van de momenten der krachten ten opzichte 
van A=gT, waarin q de hoekversnelling voorstelt, en T 
het traagheidsmoment ten opzichte van ’t punt A. Daar wij 
te doen hebben met een „staaf ”, zal wel stilzwijgend ver- 
ondersteld zijn, dat de invloed van breedte- en dikte-afme- 
tingen op ’t traagheidsmoment en dergelijke grootheden 
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te verwaarloozen is, m.a.w. dat alle punten, gelegen in 
een vlak | de as, alle evenver verwijderd zijn van het 
ophangpunt. Noemen wij de (overal gelijke) doorsnede der 
staaf=f, en de dichtheid van 't materiaal==D, dan is 
m=f Dde, wanneer AP=p. 

De kracht mu?.OP levert dus een moment ten opzichte 
van A, groot —f Du?OP.pdp, wanneer de afstand van A 
ROE AE =p. 

Wij weten, dat p= /sinp; en sin p= OP SRR IGL 
moment is: 

— f Du®lsin 4 pd. 
Alle dergelijke krachten geven dus een resulteerend 
moment, groot 
n 
—f Du?! sins f vdo == 
0) . 
waarin a de lengte der staaf voorstelt. 

De zwaartekracht werkt op de staaf met een resultee- 
rende kracht My = f Dag, aangrijpende in het zwaartepunt Z. 

Deze kracht levert dus een moment, groot: 

Da? 
heh 5 g 


fDlu® sin 6a? 
EK ne 


sin ó. 


Het totale moment t. o. v. A is dus 


LE sins (g— #°D5 


Het traagheidsmoment T t. o. v. A bedraagt: 


Wij vinden dus 


f Da? sin 4 ' 
1 dT ra? fD 
LAREAU 
Er non and) Meirmans (1) 


waarmede de differentiaal-vergelijking voor de beweging 
gevonden is 
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Vermenigvuldigen wij beide zijden met 2dó, en integree- 
ren wij vervolgens, dan volgt: 
(FE) er SE ) onde 
Het is gemakkelijk in te zien, dat, wanneer de staaf in 
zijn ondersten stand door de verticaal heengaat, 't zwaarte- 
punt zoo laag mogelijk is geplaatst; op dat oogenblik is de 
hoeksnelheid =w, ; 94=7z: dus 


a ? 


en 
®o Remnnamd 


dus 


B en Nee 3 (g— w°!) 


wg ie (Ll + COS 5) == wg? — ae l) 


cos? 46 


‚ Wanneer nu 
Big AU 

a Sos 
dan heeft w? in ’t bovenste punt, dus als 6=0, nog een 


positieve waarde. In dat geval treedt volle wenteling op _ 


om het punt À. 


Wanneer nu An >p’, dan heeft w? in ’t bovenste 


punt een negatieve waarde. In dat gèval is dus w in het 
bovenste punt imaginair, dus er treedt slingering om het 
punt A op. 
EED 
Uit en < wg volgt: u? , See 

6 (qg — u? … , 0g — aw ° 

RE ; hk en a 
Dus al naarmate 
6g — avo* 

Gl 


CAS 
{ 


he] 
ANUNS 


„ 


treedt er op: 
wenteling om Á. 
de staaf bereikt ’t bovenste punt en blijft daarin in 
labielen evenwichtsstand in rust. 
slingering om Á. 
In ons geval is a=2M. Dit behoeft slechts in deze for- 
mules gesubstitueerd te worden. | 
Rotterdam. 5. C. VAN VEEN. 


S ‘ 
nn ant EN EN 


Correspondentie, 


Naar aanleiding van een theorema van den Heer Vis- 
schers, W. T., 18e jaarg., bladz. 62. 

Dit theorema is een bijzonder geval van de volgende 
stelling : | | 

Indien twee homologe driehoeken in een kegelsnede inge- 
schreven zijn, dan snijden de rechten, die een willekeurig punt 
van de homologie-as met de hoekpunten van een der driehoeken 
verbinden, de overeenkomstige zijden van den anderen driehoek 
in punten, die op een rechte lijn liggen. 

Als men veronderstelt, dat de kegelsnede een cirkel is, 
en het willekeurig punt genomen op de homologie-as in 
t oneindige ligt, dan verkrijgt men het theorema van den 
heer Visschers. 

Door dualiteit. is het ook gemakkelijk een eigenschap 
van homologe driehoeken, die aan een kegelsnede omge- 
schreven zijn, uit deze stelling af te leiden. 

London. R. GOORMAGHTIGH. 


Ll. Wijlen de heer Quint vergiste zich, waar hij op 
bladz. 98 van den loopenden jaargang (Uit buitenlandsche 
tijdschriften) schreef, dat de „cosinus-regel” voor het 
viervlak niet voorkomt in „Cikot, Complement der Stereo- 
metrie”. Vraagstuk 43, bladz. 22, vraagt het bewijs dier 
formule, terwijl de vraagstukken 41 en 42 dienen om dat 
bewijs voor te bereiden, (in den geest van het bewijs, 
door den heer Q medegedeeld). 

2. Is de benaming „pseudo-vierkant”, door den heer 
Rose in vraagstuk 334 gegeven aan een vierhoek met 
onderling loodrechte diagonalen, wel in overeenstemming 
met het gebruik? Moeten de diagonalen niet bovendien 
gelijk zijn ? 

3. Het bewijs, voorkomende op bladz. 87 van den loo- 
penden jaargang en medegedeeld door den heer J. du 
Saar, te Utrecht, komt voor in Landré, Stereometrische 
Hoofdstukken. 

’s-Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 
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Notice à mon essai: „De l'impossibilité de résoudre etc.” 


Renvoyant à cet essai p. 88 de cette année, jy ajoute 
que, quoique les équations du degré impair ne peuvent 
jamais se réduire à une équation du degré la moitié de 
leurs puissances primitives, elles peuvent cependant être 
réduites par la substitution x=y + m à une équation dif 
férente d'une unité de leurs puissances originales, mais 
que les conditions, nécessaires pour cette réduction, ne peu- 
vent jamais être remplies, même pour une équation du 
Siême degré, ce qui est bien possible pour une équation 
du 4ième degré. Par exemple: 

as Jaan? Jbude=0 
est réductible par »=y Jm à 


SE, EE, Te (m3 am? Jbmde) 


en =0(2) 
or dr astbhar dee det is vend 
Mettons: a ,y? 4-b,y” Ez ou gd(ote OE ĳ) = Ze Ln ' 
Fégquation (3) est réductible à j 
a ek za DO 


+ z=0, donc z= 0 et RET 


a,® 
Br EAN Bn: 
moyennant. er == „) ee que signifie : 
1 


Sm? +- 2am db \? 
m° + am? + im tel Zee) î 
équation en m du 3ième degré. 

Encore: #5 + axvt + bre? + er? +detf=0.... @) 
par la même substitution est réductible à 


ne (10m? +4amd-b) (Om-tBam*bm-te) 


his rg bdsm b, En ep é: 
lend + 4am? + 3bm? + 2em + d) 
je ortie ul rd olene 
ok (mè + amt en cm° + dm + f) zj 
| 


5 3 1 Ael ES} zt U 
or y°day d-by toy TY 
Mettons : b‚y* dc y ?==z, on aura successivement : 


C, — $_ _Ui4® 34,0, 
astra) vt Te 


BI dd oi) 0" 


1 
ce qui réduit (6) à: 


enden nf dci LE Ee) aiz? _ a,c, 
AL Re BER ER nrd 


done z=0etzt—b (be, —a4,b,)2°—b, lee 2430, be, —b,°)=0, 


3 5) 
_ mais dl faut et dl suffit que d,; =a, dl) CU Go) ) 
Í 1 
c'est à dire pour la première que: 
p 4 5 10m +6am? +3bmeN® 
bmtHAam?-3bm° +-2emd)= a et ) 


équation en m du 6ième degré, et que pour la seconde: 


: 10m 6am? + 3b 8 
miami +bm em H dmt f= ( or ) ; 
equation en m du 10'ème degré. Nous n'avons pas besoin 
d’aller plus loin. 

En rapport donc avec mon essai je conclus: 


1°, Toute équation du degré pair, moyennant certaines 
conditions, peut être réduite à une équation la moitië de 
sa puissance originale, 


20, Toute équation du degré pair — si sa puissance n’est 
pas une puissance de 2 — mèêne à une équation du degré 
impair. 

ò°, Toute équation du degré impair peut être réduite 
“à une équation du degré pair, soit par une multiplication 
d'un facteur &—p (p étant connu), soit par une réduction 
comme la précédente à une équation, qui diffêre de la 
donnée d'une unité en puissance. 


40, Toute équation peut donc être réduite à une équation 
du 3iëme ou 4ième degré, mais il faut et il suffit, que certaines 
conditions, entre les coëöfficients soient remplies. 


De. Aucune éguation, sauf celle du 4ième degré, ne peut 
remplir ces conditions, donc en rapport avee mon essai: 


69. La solution générale de l'équation du 3ième degré 
n'étant applicable à aucune autre, et celle qui resout 
Péquation du 4ième degré, n'étant applicable à aucune autre, 
pas mÔme à celle du 3ième degré, 
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10, Aucune éguation, surpassant en degré celle de dième 
n'est résoluble par des moyens purement algébriques. 


J'ajoute les corrections suivantes dans mon essai de 
page 88 sqq. 
Veuillez lire: 


Cras Ci 
page 90 1. 2 d'en bas, au lieu de Ge ceci: B 3 
2 1 


6 Cg ò ; 
„ 02 ” je) grs 13 PY) ” P3) (GE): 5 zaet on 5 
EF Ee „ » ce qui s'y trouve, ceci: 


ax! all)’ nd (5) — 4aX 5 o(2 ) + 2aX (2 Je 
„ 93 1. 7 d'en bas, rayvez le mot „le”, 
Dr. A. KEMPE, Rotterdam. 


Eigenschappen van figuren op den bol, afgeleid uit 
vlakke figuren. 


Dans les numéros 3 et 4 de la lle année de W.T, 
Mr. J. N. Visschers indique une méthode pour déduire 
les formules de la trigonométrie sphérique des formules 
correspondantes dans les figures planes. 

Dans le numéro 2 de la même revue, 12e année, Mr. 
J. L. Kok se demande comment l'auteur de la note ci-dessus 
est arrivé à envisager les triaugles rectilignes qu’il con- 
sidêre. Il montre alors que ces triangles peuvent s'obtenir 
par une projection stéréographique. 


Cette méthode n'est pas nouvelle: elle a été indiquee, 


dans une note datant d'une dizaine d'années par Mr. G. 
Cesaro, Yéminent professeur de cristallographie à l’Univer- 
sité de Liège. Celui-ci a publié sur ce sujet une petite 
brochure d'une cinquantaine de pages éditée par la Maison 
Gnusé de Liège, J'emploie cette méthode dans mon en- 
seignement en Belgique depuis plusieurs années et elle 
donne d'exeellents résultats. Elle a le grand avantage 
d'être três simple et de fournir des formules générales. 

Mr. Cesaro y arrive par la considération du triangle 
indiqué par Mr. Visschers et par un second triangle du 
même genre, déduits tous deux de la considération d'un 
tétraêdre, 


Malt 


TN 
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Je recommande tout particulièrement, à l'attention des 
lecteurs de cette revue, l'opuscule hautement intéressant 
de notre célèbre cristallographe. 


J. ROSE. 
PR : ME Dei C ia > 
Variation de la fonction y= AE a et a’ etant 4 0. 


Dans le numéro 2 de W.T, (le année, on rappelle 
d'après Mr. Fontené, la méthode d’Hermite pour l'étude 
de cette fonction. Dans le fascicule II de Janvier 1916 
du Periodico di matematica Mr. F. Palatini s’occupe de la 
question par une méthode élémentaire basée sur la con- 
sidération des trois équations : 

(ab’ — a/b) @° + (Zac' — a!e) » + (be! —b'e)=0 
an? + be + C =0 
ar? H- b'r + C/ =0, 
Cette question y est développée d'une manière très 


simple et avec beaucoup d'’élégance. 
J. Rosr, 


Nieuw verschenen werken, ® 


(Door de Redactie. ontvangen.) 


Dr. B. GONGGRIJP. Theorie der rekenkunde; leerboek 
voor H. B. S., Gymn., Kweek- en Normaalscholen, 1e stukje, 
1916, gec. f 0,65 

Overzicht der Mechanica, geb. f 2,—. 

—_—___-_ en P. WIJDENES. Beknopte Driehoeksmeting, 
Elk Et0 | 

P. WIJDENES. Beknopte Beschr. Meetkunde, 1917, f 1,10. 

En Logarithmen en Rentetafels, uitgave B, 1916, 

W.H. WISSELINK-—II. G. A. VERKAART. Tweede ver- 
zameling van rekenkundige vraagstukken, 12e druk, 1916, 
RER. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Dr. J. KORS. Leerboek der Stereometrie, met opgaven. 
3e druk, herzien door Dr. O, Postma. Met 97 figuren. 
1916, f 1;—. 

- Beschrijvende Meetkunde, 1e deel, 6e druk, her- 
zien door Dr. O. Postma. Tekst met Atlas. 1917, Lat 

Uitgever P. Noordhoff, Groningen. 
J. v. D. GRIEND JR. Planimetrische VraAgSNDEEE Le Tweede, 


herziene druk. 1917. f 1.50. 
Uitgever: W‚ KE. J. Tjeenk Willink, Bois 


Dr. A. VAN THIJN. Algebraïsche vraagstukken, 2e deel, 
to lrie Cals 75 


hase) 2e druk, 1916, f 1,25, SED Cr100 
_ - Leerboek der Stereômetrie, 4e druk, 1916, f 2,25, 
On f ; 2,60. 
Uitgever J. B, Wolters, Groningen— Den Haag. 


F. J. VAES. Methoden van teekenen en projecteeren. 
Io1 nt "0.90. 
Uitgever Boymans’ Boekhandel, Rotterdam, 


Dr. H. C. SCHAMHARDT. Leerboek der Algebra, 4e deel, 
1916, f 1,20, gec. f 1,30. 
Uitgever W. Versluys, Amsterdam. 


H. J. ROBIJNS. Leerboek der Algebra voor scholen met 
een beperkt wiskunde-program, 2e deel, 1916, f 1,25. 
Uitgever D. A. Daamen, ’s Gravenhage. 


S. DEGAST Jz. Beknopt Leerboek der Wiskunde. 1, Reken- 
kunde, 2e stukje, 3e druk. 

H. VERHAGEN en G. SCHUTTE. Rekenboek voor Kweek- 
en Normaalscholen, H.B.S. en M. U. L.O. „scholen, 3e stukje, 
2e druk, 1916, met antwoorden f 0,35. 

Uitgever Joh. IJkema, ’s Gravenhage. 


J. VERSLUYS. Beschrijvende Meetkunde. Derde deel, 
derde druk, 1917, f 2,50. 
Uitgever A, Versluys, Amsterdam. 
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De eerste ontwikkeling onzer meetkunde ® 


DOOR 
Dr. L. M KLINKENBERG (Alkmaar). 


l. Inleiding. 


De geschiedenis der wiskunde is een deel van de alge- 
meene beschavingsgeschiedenis, maar ze neemt daarin toch 
een bizondere plaats in tegenover de historie van elke 
andere wetenschap. 

Want de wiskunde omvat begripsinhouden, die voor alle 
tijden vrij onafhankelijk zijn van den aard van het individu 
en de omgeving waarin het leeft; de geschiedenis der wis- 
kunde zal dus de ontwikkeling van een bepaald deel van 
het menschelijk denken in zeer zuiveren en controleerbaren 
vorm weergeven. Wij kunnen ons beter verplaatsen in 
den wiskundigen gedachtengang van het voorgeslacht dan 
in diens overige wetenschappelijke opvattingen, zijn kunst 
of staatkundige denkbeelden. En zoo zal de beoefening van 
de geschiedenis der wiskunde, al moge ze oogenschijnlijk 
niet nuttiger zijn dan de bestudeering van de geschiedenis 
eener andere menschelijke praestatie, toch een bizondere 
waarde hebben; zij brengt, wat ten slotte het doel van elke 
geschiedeniswetenschap is, ons zeer dicht bij het beschouwde 
voorgeslacht. 


leder nu, die de vroegste geschiedenis der wiskunde wil 
nasporen, zal op deze moeilijkheid stuiten, dat er voor haar 
geen bepaald begin is aan te wijzen; zij vormt een gelei- 
delijke voortzetting van de primitiefste begrippen over 
getallen en figuren en zij heeft eerst langzamerhand het 


1) Het hier gegeven artikel is bewerkt naar een voordracht, 
die de schrijver in 1916 op de jaarvergadering van het Genootschap 
van Leeraren aan Nederlandsche Gymnasiën gehouden heeft. Hoewel 
de schrijver de stof thans heeft uitgebreid, heeft hij gemeend het 
karakter der voordracht niet te moeten veranderen. Het artikel 
heeft dus meer ten doel de ontwikkeling der wiskunde als bescha- 
vingsverschijnsel te schetsen dan om veel wiskundige détailpunten 
uiteen te zetten, 


Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang. 1 


strenge karakter verkregen, dat in onze oogen haar bizonder 
kenmerk is. 

Waar dus zulk een geschiedbeschrijving te beginnen ? 
Indien wij onze taak zoo algemeen mogelijk wilden opvat- 
ten en dan de eerste ontwikkelingsgeschiedenis van die 
vroege begrippen aangaande figuren en getallen als het 
eerste hoofdstuk onzer geschiedenis der wiskunde beschouw- 
den, zouden we terug moeten gaan tot den duisteren voor- 
historischen tijd, waarin misschien slechts eenig licht zou 
kunnen worden ontstoken door ethnologische, vergelijkend- 
taalkundige en psvchologische studiën. Maar indien wij 
onze taak in dien zin vereenvoudigen, dat wij onze 
beschrijving eerst daar laten beginnen, waar voor het eerst 
sprake is van opzettelijke theoretische redeneeringen over 
abstracties, dus pas daar waar sprake is van een bepaalde 
wetenschap aangaande figuren en getallen, terwijl deze 
tevoren slechts werktuiglijk-practisch gebruikt werden, 
dan valt het begin der wiskundige geschiedenis eerst in 
den tijd, waarin de vroegste ons overgeleverde documenten 
en andere meer materieele getuigenissen vervaardigd zijn. 

En dit is vrij laat ; want vooral opschriftstelling wijst reeds 
op inzicht in de belangrijkheid van verkregen resultaten. 

Door zoo onze taak te vereenvoudigen, leggen we in 
het te bewerken gebied een scheidingslijn, die eensdeels 
wel kunstmatig is en op de slimheid van den niet-sterke 
schijnt te berusten, anderzijds evenwel is die scheiding zeer 
natuurlijk. Om bijvoorbeeld een greep te doen uit onze 
tegenwoordige samenleving: de Indiaan beoefent geen wis- 
kunde als hij zijn scalpen telt, de landman niet als hij de 
hoeveelheid benoodigd zaaikoren berekent, noch ook de 
koopman, wanneer hij zijn winsten becijfert. Zoo zullen wij 
bij onze geschiedschrijving ons niet bemoeien met den 
historischen ondergrond van al deze kundigheden, al mocht 
de wiskundige wetenschap er uit zijn voortgekomen. 

Maar de voortijd, dien wij zoo af willen snijden, is niet 
voor alle volken even lang, noch in absoluten zin, noch ten 
opzichte van hun overige beschaving: sommige volken waren 
vroeg in hun wiskundige ontwikkeling, andere laat of 
traag. Voor een deel zal dit samengehangen hebben met 
verschillen in oeconomische toestanden — men denke aan 
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de zeevarende en handeldrijvende Phoeniciërs, die al vroeg 
in het rekenen bedreven waren —, voor een ander deel 
ook zal de oorzaak gelegen hebben in zekere geestes- 
eigenschappen, die minder binnen de grenzen onzer moge- 
lijke verklaring zullen behoeven te vallen. 

Den opbouw onzer vroegste meetkunde nu hebben wij 
vooral te danken aan twee volken, de Egyptenaren en de 
Grieken, volken, bij wie de meetkundige ontwikkeling 
zeer vroeg viel. Of de eenstemmige berichten der Grie- 
ken, dat de Egyptenaren de meetkunde uitvonden om 
hun landerijen na de jaarlijksche overstrooming van den 
Nijl opnieuw in te deelen, letterlijk waar zijn, dan wel of 
wij ons op een ruimer standpunt moeten stellen en bijv. 
de ontwikkeling der sterrekunde als een hoofdoorzaak van 
de opkomst der wiskunde moeten beschouwen en ook in 
hoever de Egyptische kennis samengehangen kan hebben 
met die van andere oude volken, vooral met die van de 
bewoners der Eufraatlanden, dit zijn open vragen, waarop 
wij echter straks terug zullen komen. 

De Grieken kwamen onder anderen door hun handels- 
betrekkingen en hun reizen veel met de Egyptenaren in 
aanraking ; meer dan dezen echter waren zij, ook door hun 
algemeene beschaving, geschikt om uit het practisch uiter- 
lijke der meetkunde het ideëele te abstraheeren en zich 
zoo een tak van wetenschap te scheppen. 

In de getallenleer en de algebra hebben de oude Grieken 
niet zoozeer uitgemunt; wilden wij de oudste geschiedenis 
van deze wetenschap nagaan, wij zouden ons meer moeten 
wenden tot eenige volken met andere geestelijke en maat- 
schappelijke behoeften, in de eerste plaats tot de Babylo- 
niërs, verder ook tot de Phoeniciërs en de Indiërs. De 
opbouw onzer meetkunde echter is, voorzoover we weten, 
een bijna zuiver Egyptisch-Grieksch monument. 


IL. Onze Bronnen. 


Wat de oudste geschiedenis der Egyptische wiskunde 
aangaat, zonder twijfel ligt zij grootendeels voor ons ver- 
borgen. 

Tot het midden der 19e eeuw berustte onze kennis daar- 
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omtrent op niet veel meer dan op wat men indirect uit 
den bouwtrant van pyramiden en tempels afleidde of 
meende te kunnen afleiden. Omstreeks 1860 echter werd 
een papyrus gevonden, die sedert dien den feitelijken 
grondslag vormt van wat wij thans van de geschiedenis der 
zeer oude Egyptische wiskunde weten. Op dezen papyrus, 
geschreven —+ 2000 v. Chr. door een zekeren priester Ahmes 
en thans bewaard in het Britsche Museum, zullen wij in 
hoofdstuk III nader terugkomen. 

Verder wijzen we nog op het bestaan van enkele andere, 
deels oudere, papyri of papyrusresten uit de musea te 
Berlijn, Londen en Petrograd, doch de waarde van deze 
documenten is bijna uitsluitend hierin gelegen, dat zij 
dezelfde werkmethode openbaren als het handschrift van 
Ahmes en daardoor aan den veel belangrijkeren en meer 
uitvoerigen inhoud van Ahmes’ werk een meer algemeene 
beteekenis helpen toekennen. 

Buiten deze geschreven bronnen hebben wij in de groote 
Egyptische bouwwerken, de pyramiden en de tempelres- 
ten met hun streng mathematische bouworde, indirecte 
maar misschien niet minder sprekende getuigenissen voor 
het vroegtijdig bestaan van wiskundig leven. Al moet 
erkend worden, dat de taal die hier tot ons gesproken wordt, 
wel zeer verheven, maar ook voor een belangrijk deel 
zeer duister is. 


Voor de reconstructie van de geschiedenis der Grieksche 
wiskunde bezitten wij veel meer gegevens. De documen- 
ten der Grieken zijn veel beter bewaard gebleven, de 
Grieksche beschaving staat èn chronologisch, én geogra- 
phisch, èn geestelijk dichter bij de onze. En hoewel van de 
alleroudste Grieksche wiskundigen, in ’'talgemeen van die 
vóór den bloeitijd van Athene, geen werken zijn bewaard 
gebleven, staan wij zelfs tegenover dien grijzen begintijd 
niet bepaald zwak. Want daarover zijn ons uit lateren 
tijd waardevolle beschrijvingen overgeleverd. 

Zoo gevoelden de Peripatetici, de leerlingen van Aris- 
toteles, ten zeerste de bekoring, welke uitgaat van elke 
nasporing van den menschelijken ontwikkelingsgang, zij 
hadden veelal een bepaalde neiging om van elke vin- 


_ 
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ding of denkwijze den grondlegger op te sporen. Al werd 
hier door nationalistische of andere separistische neigingen 
de waarheid somtijds geweld aangedaan, uit hun tijd, dus 
+ 300 v. Chr. dateeren eenige belangrijke schrijvers over 
ons onderwerp; en al is ook alweer van die geschriften 
zelf niet veel bewaard gebleven, voor latere, wel tot ons 
gekomen werken is er veel aan ontleend en in verschil 
lende gevallen kan men nog nagaan hoe zoo de kennis 
trapsgewijs tot ons is gekomen. Ik noem hier Eudemus 
van Rhodus, een leerling van Aristoteles, wiens arbeid 
gedeeltelijk bewaard bleef, doordat de Byzantijn der 5e 
eeuw n. Chr., Proclus Diadochus een commentaar op Eu- 
clides schreef en daarbij een aan Éudemus ontleende korte 
chronologische beschrijving der oudste Grieksche wis- 
kunde gaf; dit stuk moet om allerlei redenen zeer be- 
trouwbaar geacht worden en is voor ons van ongemeen 
belang. | 

Naast zulke meer rechtstreeks op de geschiedenis der 
wiskunde betrekking hebbende geschriften, beschikken wij 
over een groot aantal kortere passages of soms slechts losse 
opmerkingen ; wij treffen ze o.a. aan bij Grieksche schrij- 
vers over de geschiedenis der algemeene wijsbegeerte, 
bijv. Diogenes van Laërte, 3e eeuw n. Chr, bij commen- 
tators van mathematische werken, zooals de wiskundige 
Pappus van Alexandrië, 3e eeuw n. Chr, ten slotte bij 
compilators en schrijvers ook over andere onderwerpen, 
het betrouwbaarst bij mathematici zelf, 

Maar uit den lateren Griekschen tijd zijn van tal van 
schrijvers de oorspronkelijke werken bewaard gebleven ; 
en deze vormen natuurlijk wel het allerbeste materiaal 
voor onze kennis van de geschiedenis der wiskunde. 


In lateren tijd is er veel, vaak in afzonderlijke werken, 
over de geschiedenis der wiskunde geschreven. Zoo door 
de Italiaansche en Fransche humanisten der 16e eeuw 
(o.a. Petrus Ramus, 1515712), die immers de klassieke 
beschaving der ouden als het beste rechtstreeksche funda- 
ment voor de nieuwere beschouwden; daarom kwamen ze 
er vanzelf toe die oude beschaving te gaan beschrijven. 

Laten wij hier ook onzen Gerard Vossius noemen, in zijn 
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trouwens minder belangrijk werk „De scientiis mathe- 
maticis”, 

Maar, wat onzen eigen tijd betreft, we noemen vooral 
met bewondering het groote werk van Moritz Cantor te 
Heidelberg (Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 
von der ältesten Zeiten bis zum Jahre 1800 n. Chr., 4 din, 
1880—1907), dat door volledigheid en kritisch overleg onbe- 
twist de eerste plaats inneemt. Naast het werk van Cantor 
bezitten wij vele andere, die meerendeels evenals Cantor'’s 
werk tot het jaar 1800, in sommige gevallen tot ongeveer 
1900 loopen; zij zijn alle echter op kleiner schaal opgezet 
al naar de behoeften van den lezer. 

Van de zeer vele schrijvers over partieele wiskundig- 
historische onderwerpen willen we evenmin een lange 
opsomming geven, maar, om een eminent voorbeeld aan 
te wijzen, den Deen Heiberg noemen, den beroemden 
kenner van Archimedes; door zijn onderzoekingen hebben 
wij in de Grieksche wiskunde van Archimedes’ tijd hoogte- 
punten leeren kennen, die eerst in den tijd van Descartes 
en Huygens overtroffen zijn. 

Ten slotte zouden wij nog kunnen wijzen op het in 1905 
verschenen werk van Diels „Die Fragmente der Vorso- 
kratiker”, waarin we alle fragmenten en opmerkingen uit 
de litteratuur o.a. over de vroegere wiskundigen vinden; 
het ware zeer te wenschen, dat ook over den daarop- 
volgenden tijd zulk een werk samengesteld werd. 


UL De Egyptische Meetkunde. 


We zeiden reeds, dat de Egyptische meetkunde den his- 
torischen grondslag vormde voor de Grieksche en daardoor 
ook voor onze hedendaagsche. Maar kunnen we ook met 
eenige zekerheid nagaan, of de Egyptische wiskunde 
oorspronkelijk is, dan w cl of ook die ontleend is aan de 
wetenschap van andere volken ? 

Wij weten hieromtrent niet veel; slechts het zoeken naar 
overeenkomst tusschen de Egyptische wiskunde en die van 
omringende volken kan ons hier gegevens verschaffen. 
Nu is zulk zoeken naar overeenkomst zeer gevaarlijk, want 
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de gronddenkbeelden der wiskunde hangen zoozeer samen 
met den grond van ons denken, dat zij op hun tijd bij alle 
volken, onafhankelijk van elkander, op min of meer over- 
eenkomstige wijze ontstaan zouden, en men moet dus 
hier vooral zoeken naar overeenkomst in willekeurige 
uiterlijkheid. Zulk een aanwijzing van Babylonischen 
invloed op de Egyptische meetkunde is bij voorbeeld gelegen 
in de hoekverdeelingen dezer volken. De Sumeriërs bezigden 
blijkens astronomische en decoratieve vondsten als con- 
structieve hoekeenheid den hoek van den gelijkzijdigen 
driehoek en verdeelden dezen, volgens hun zestigtallige 
rekenwijze, die intusschen zelf nog weinig aannemelijk 
verklaard is, in kleinere deelen; zoo ontstond bij de Baby- 
loniërs op natuurlijke wijze de hoekverdeeling, die ook bij 
de Grieken en daardoor bij ons in zwang is geraakt en 
waarvan wij ons, het zij terloops opgemerkt, als tientallig 
rekenende menschen vruchteloos pogen los te maken. De 
Egyptenaren echter volgden in hun ouderen tijd steeds de 
vier- of. achttallige verdeeling van den cirkel of van het 
vlak, doch in het tijdvak der Hiksos-koningen, waarin 
Egypte in nauw politiek verband met Aziatische volken 
stond, komt, ook blijkens hun overgeleverde afbeeldingen 
(spaken van wagenwielen, e.d.), de zesdeelige verdeeling 
in zwang en daarmee de bovengenoemde Chaldeeuwsche 
graadverdeeling, die de Egyptenaren onmogelijk op zichzelf 
hadden kunnen invoeren, daar hierdoor hun rechte hoek 
een volkomen onverklaarbaar en onnatuurlijk aantal, negen- 
tig, kleinere eenheden ging bevatten. 

Zulke voorbeelden zijn echter niet in voldoende mate 
voorhanden; wij moeten ons voorloopig op het negatieve 
standpunt stellen, dat wij van den oorsprong der oudste 
Egyptische wiskunde weinig weten ; wel kunnen we echter 
op grond van het algemeene verschijnsel, dat het begin 
van het historische tijdvak steeds meer teruggeschoven 
wordt, en daarbij de verwantschap tusschen de beschaving 
der verschillende volken meer en meer aangenomen moet 
worden, sceptisch zijn ten opzichte van de volkomen oor- 
spronkelijkheid der Egyptische meetkunde, zelfs tegenover 
de hardnekkige berichten der Grieken, dat de Egyptenaren 
de ware ontdekkers der meetkunde zijn. 
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Laten wij thans iets mededeelen over het document, 
waarop onze kennis der Egyptische meetkunde in hoofd- 
zaak berust, den papyrus van Ahmes. 

Dit stuk, lang 20 M en breed 30 cM‚ werd omstreeks 
1860 gevonden; het werd vertaald en gecommenteerd door 
Eisenlohr. Het bleek dat de ouderdom slechts binnen vrij 
wijde grenzen kon worden vastgesteld: de schrijver, die 
zich Ahmes noemt, vertelt dat hij het boek in het 33e 
regeeringsjaar van koning Ra-z-us naar het voorbeeld van 
oude geschriften uit den tijd van koning ..… at schreef. 
Den naam Ra-z-us treffen wij op nog een plaats in de EÉgyp- 
tische geschiedenis aan, hij stelt een Hiksoskoning voor, 
die tusschen 2000 en 1700 v. Chr. geleefd moet hebben. De 
aanvulling door Cantor van de lacune in den anderen 
koningsevaam tot Raenmat, ee vorst die vele eeuwen voor 
Ra-a-us regeerde, wordt o. a door G. Ebers bestreden. 
Maar al blijft hierdoor de geschiedenis der oude Egyptische 
wiskunde vóór het ontstaan van ons handschrift duister, 
omtrent den ouderdom van het handschrift bestaat vol- 
doende eenstemmigheid; het dateert uit 2000 à 1700 v. 
Chr. Het stuk is grootendeels ingedeeld in genummerde 
uitgewerkte problemen en daardoor maakt het meer den 
indruk van een oefeningsboek dan van een standaard- 
boek; een indruk die versterkt wordt door talrijke aan- 
gebrachte verbeteringen. De onderstelling, dat het zelfs 
een oefeningsboek van een beginneling zou zijn wordt vrij 
algemeen verworpen sedert het bleek, dat de inhoud van 
de andere gevonden papyrussen hetzelfde karakter draagt. 
Doch, nemen we aan dat het boek van een geoefende 
hand is, dan schijnt het ons niet noodig om, gelijk Cantor 
meent te moeten doen, het bestaan van een ons onbekend 
leerboek naast het rekenboek van Ahmes aan te nemen; 
in dien tijd behoeft niet, gelijk thans het geval is, naast 
een oefeningsboek een theorieboek bestaan te hebben. 

We zullen door een paar grepen uit den inhoud den 
aard van het werk aangeven; daar het boek voor een groot 
deel arithmetische problemen geeft, zullen we ons niet uit- 
sluitend bepalen tot het eigenlijke onderwerp onzer beschou- 
wingen, de ontwikkeling der meetkundige begrippen, een 
beperking,die zich trouwens toch niet geheel laat door voeren. 
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Onder de meer theoretische gedeelten, die het hand- 
schrift naast eenige tientallen uitgewerkte opgaven bevat, 
behoort vooral een volledige tabel, waarin de breuken 

2 
2n+1 
breuken, bijv. + = ak + 5e + ha + ohz. Verschillende oude 
volken wisten hiet met willekeurige breuken te werken ; 
de Egyptenaren en ook de Grieken tot ongeveer 200 v. 
Chr. herleidden ze tot de som van breuken met de eenheid 
tot teller ; de Romeinen gebruikten in hun berekeningen 
12 als constanten noemer, desnoods benaderden zij den 
teller ; de Babyloniërs en ook wel de latere Grieken, die 
hun astronomische rekenmethoden aan de Babyloniërs 
ontleenden, handelden evenzoo met machten van 60 als 
noemer. 

Nu is dit gedeelte van het handschrift voor ons zeer 
belangwekkend, daar wij Ahmes op het breede veld dier 
tabel in de mate zijner kennis en den aard zijner werk- 
wijze kunnen pogen na te gaan. En dan dringt zich 
allereerst de vraag op, of die herleidingen volgens een 
vast systeem uitgevoerd zijn, dan wel of men bijvoorbeeld 
voor >; evengoed een andere reeks dan de bovengenoemde 
had kunnen, vinden. Dit laatste schijnt inderdaad vrij zeker 
het geval te zijn; noch Cantor, noch een der anderen die 
hiernaar gezocht hebben, heeft een bepaald systeem 
kunnen opsporen, het schijnt dat Ahmes bij de herleiding 
eener nieuwe breuk soms systematisch gebruik heeft ge- 
maakt van te voren gevonden uitkomsten, maar soms ook 
passend en probeerend te werk ging. Laten we noemen : 
3d zn l en dan consequent =de + do, or =de +3 en 
5 == 5 Ed rio doch in andere gevallen waarin eveneens 
de eene herleiding uit de andere Ee volgen, gebeurt 
dit niet. Bijv.: 2=tH en 7=4+ ds brengen Ahmes 
B tot 55 — TT iis Of z5=shd-Irio, doeh hij geeft 

—= 40 ak 5 43° 

Me uken met tellers hooger dan 2 kunnen blijkbaar uit 
de tabel worden afgeleid. Zoo laat zich uit de genoemde 
waarde van # vinden: So = ols + ss + ria + abe dor Hok 
EE U. +29, welke dertien breuken bijv. } + 3 + ds + sr 
+ zhs kunnen opleveren. Blijkbaar wenschte men dat 


tot en met herleid zijn tot sommen van stam- 


10 


% 


alle uitkomsten één groote breuk en eenige kleinere be- 
vatten, misschien uit een oogpunt van benaderingsmetho- 
diek; anders had men immers 35 = 35 + al +... kunnen 
schrijven. ni 

Evenwel moeten we hier bijvoegen, dat in het z.g. reken- 
boek van Achmim, een in het Grieksch geschreven hand- 
schrift uit de 7e of 8e eeuw n. Chr, gevonden in een 
Koptisch graf in Egypte, een methode tot stelselmatige 
herleiding gegeven wordt. Ze luidt, in formule gebracht : 

z 1 1 

pq gag moge 
4 


Pp 


en dan worden, bij verschillende mogelijkheden, p en q 
zoo na mogelijk gelijk aan elkander genomen, waardoor 
dus de noemers der breuken juist zoo weinig mogelijk gaan 
verschillen. Het is niet onmogelijk, dat deze methode ook 
wel voor de tabel van Ahmes toegepast is, ze leidt bijv. 
tot de genoemde waarde. van 7, maar in vele andere 
gevallen levert ze weer niet de door A. gegeven breuk- 
sommen. 

Alles samengenomen moeten we waarschijnlijk bij Ahmes 
een althans ten deele systeemloos probeeren veronder- 
stellen; allicht is de tabel ook min of meer een verzamel- 
plaats van vroeger verkregen uitkomsten. 

Wat nu bij Ahmes het werken met dergelijke sommen 
van breuken aangaat, dit bestond eveneens uit een mengsel 
van systematische redeneering:en blindelings probeeren ; 
deeling van een breuksom op een andere geschiedde door 
afpassing, vermenigvuldiging door samenvoeging; verme- _ 
nigvuldiging met 13 bijv. geschiedde door 1-, 4- en 8-maal 
het vermenigvuldigtal samen te voegen. 

Interessant is in de papyrusrol het oplossen van verge- 
lijkingen met een onbekende. De onbekende wordt met 
het woord „hoop” betiteld en hieroglyphisch ook door een 
hoop voorgesteld. Zoo luidt een opgaaf : een hoop, zijn 
zevende deel, zijn geheel, ’t is 19. Dus tax + x=19en het 
antwoord luidt: 16 + 4 + 4, 

Het talstelsel der Egyptenaren was tientallig met afzon- 
derlijke teekens voor 1, 10, 100 enz. tot tien-millioen. Men 
schreef niet volgens het positie-stelsel, doch de teekens 
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werden als bij de Romeinen herhaald naast elkander ge- 
schreven. 

Is nu het arithmetische deel van het geschrift min of meer 
eenvoudig van aard en vertoont het overal duidelijk sporen 
van onwiskundige probeermethoden, met het meetkundige 
gedeelte is het evenzoo gesteld, Het is een samenstel van 
toepassingen van het gezonde verstand, aangevuld met 
onsamenhangende en soms foutieve theoretische gevolg- 
trekkingen. 

De meeste opgaven bevatten het berekenen van opper- 
vlakken en inhouden. Dat het Ahmes daarbij niet om de 
meetkunde zelf, maar om de practische uitkomsten te doen 
is, blijkt ook uit sommige door hem gebruikte benaderings- 
formules, bijv. : de gelijkbeenige driehoek —= 4 been X basis, 
het gelijkbeenige trapezium = $ been X som der evenwijdige 
zijden. In de meeste gevallen zijn de beschouwde figuren 
_ stukken land, waarvan eenige lijnen gegeven zijn; de ste- 
reometrische figuren: hebben meestal op pyramiden betrek- 
king en wel volgens Cantor en Eisenlohr op verhoudingen 
van de verschillende afmetingen. De gegevens en uitkom- 
sten dezer verkapte trigonometrie komen goed overeen 
met de afmetingen van sommige der ons bekende gy p- 
tische pyramiden, een feit, dat in niet geringe mate pleit 
voor de meening, dat de afmetingen van de pyramiden 
en andere bouwwerken voldoen aan zekere ons nog lang 
niet voldoend bekende meetkundige harmonieën. 

Laten we nog vermelden, dat Ahmes een vrij nauwkeu- 
rige benadering voor het getal zr, (‚£)? =3,1605, bezigt. 


IV. De oorsprong der Grieksche Meetkunde. 


De Grieksche wiskunde vormt een zekere tegenstelling: 
met de Egyptische. Zij is na haar allereerste ontwikkeling 
niet meer zoo uitsluitend, ja zelfs niet meer in hoofdzaak 
op de practijk gericht en weldra stijgt ze tot hooger niveau 
en ontwikkelt zich op dien zoo geschikten bodem van het 
Grieksche denken tot een afgesloten systeem van abstracties. 

Een dergelijke tegenstelling vertoont zich immers ook 
in de overige cultuur der beide volken en met te wijzen 
op het tijdsverloop van twaalf eeuwen tusschen Ahmes’ 
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werk en de oudste ons bekende Grieksche wiskunde, kan 
men niet volstaan om die tegenstelling te verklaren. 

Hoe wij ons die lacune van ruim duizend jaren opgevuld 
moeten denken? Of de in den laatsten tijd ontdekte cul- 
tuur van Creta als brug tusschen de Egyptische en de 
Europeesche beschaving ook voor de geschiedenis der 
wiskunde belangrijke gezichtspunten kan opleveren? Wij 
weten hiervan niets en ook de Grieksche vondsten van 
vóór 600 v. Chr. geven geen van alle iets, zelfs geen getal 
vermelden ze. 

Volgens de Grieken zelf hebben zij hun wiskunde recht- 
streeks van de Egyptenaren geleerd, nadat deze, gelijk wij 
reeds boven vermeldden, haar zouden uitgevonden hebben, 
om hun landerijen in te deelen. 

Over die uitvinding der meetkunde geeft Proclus de 
volgende passage, die hij zegt ontleend te hebben aan een 
ouderen schrijver; wij mogen aannemen, dat hij Ludemus 
van Rhodus, 300 v. Chr., bedoelt: ij 

„Daar het nu noodzakelijk is ook te letten op den oor- 


„sprong der hedendaagsche kunsten en wetenschappen, 


„willen we hierover mededeelen, dat de meetkunde volgens 
„het oordeel der meeste menschen door de Egyptenaren 
„werd uitgevonden en dat het uitmeten van hún landerijen 
„hun hiertoe aanleiding gaf. Want dit uitmeten was voor 
„hen noodzakelijk wegens de overstrooming van den Nijl, 
„die alle afscheidingen meenam.” 

En nu geeft Proclus nog deze aardige redeneering: 

„Er zit trouwens niets vreemds in, dat deze uitvinding 
„evenals de uitvinding van andere wetenschappen het 
„gevolg is geweest van bepaalde behoeften. In den men- 
„schelijken geest heeft namelijk steeds een geleidelijke 
„overgang plaats van zintuiglijke waarneming tot ontleding 
„door het denken en dan verder tot verstandelijk begrijpen. 
„Zooals bij de Phoeniciërs een nauwkeurige kennis der 
„getallen is ontstaan, omdat zij die bij hun handel noodig 
„hadden, evenzoo werd bij de Egyptenaren om boven- 
‚genoemde reden de meetkunde uitgevonden.” 

Herodotus (II, 109) vertelt, dat Ramses de Groote (18e 
eeuw v. Chr.) het land gelijkelijk onder de Egyptenaren 
verdeelde en landmeters aanstelde om die verdeeling na 


Tk or tan Ei in nt eha hi Ans Menn . 
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de overstroomingen te controleeren. Hieruit, meent H., 
zou de meetkunde ontstaan zijn. Hij zegt dan: „het schijnt 
„mij toe, dat de meetkunde na haar uitvinding zich vandaar 
„naar Griekenland heeft voortgeplant. En wat de zonne- 
„wijzer en de twaalf deelen van den dag betreft, deze 
„hebben de Grieken van de Babyloniërs.” 

En Servius, een Romein uit de 4e eeuw n. Chr. zegt 
over deze Herodotusplaats: „Want deze kunst werd uit- 
„gevonden doordat de Nijl, als hij wies, de afscheidingen 
„tusschen de bezittingen wegspoelde. Om deze weer uit 
„te vinden, gebruikten de Egyptenaren philosophen, die de 

„akkers weer door lijnen afscheidden. Vandaar werd die 
„kunst geometrie genoemd.” 

Ook anderen, bijv. Diodorus Siculus en Strabo, uiten ZIN 
zoo. Kortom, de Grieksche en de Latijnsche litteratuur 
houdt hardnekkig vast aan de beschreven verklaring van 
het ontstaan der meetkunde, Herodotus is de bron, waaruit 
vele anderen geput hebben, misschien is hij de Urheber 
van het heele denkbeeld. 

We willen hier in ’t kort onze bezwaren tegen H’s 
zienswijze opsommen en vervolgens aangeven water vóór 
pleit. 

In de eerste plaats kan zijn verhaal niet geheel waar 
zijn, want Ramses II leefde minstens vierhonderd jaar na 
Ahmes den priester. In de tweede plaats maakt zijn ver- 
haal op ons den indruk van zulk een soort van verklarings- 
eenvoud als gewoonlijk gepaard gaat met gemis aan feiten- 
materiaal.” De Grieken toch konden misschien wel goed 
oordeelen over de latere ontwikkeling. der meetkunde op 
Grieksehen bodem en zelfs over het feit harer overkomst uit 
het Nijldal, maar hoe deze wetenschap zeer veel eeuwen 
vroeger daar ontstaan zou zijn, kunnen wij door onze grootere 
archeologische kennis en door onze vollediger algemeene 
eruditie beter beoordeelen dan zij. Naar onze meening 
kunnen we niet spreken van een uitvinding der meetkunde, 
want daarvoor hangt het meetkundig denken te zeer samen 
met ons algemeene denken: hoogstens mag men spreken 
van een ontplooiing of uitbreiding der meetkundige begrip- 
pen, en om hierover een eenigszins helder oordeel te krijgen, 
zullen we, zooals we reeds tevoren zeiden, onder anderen 
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de geschiedenis van de oude volken in hun onderling ver- 
band beter moeten kennen dan zelfs thans het geval is. 
Maar ten voordeele van Herodotus’ meening willen wij 
dit aanvoeren: De kern van zijn Ramses-verhaal kan toch 
wel juist zijn. Want hij kan twee fouten gemaakt hebben 
die meer bij historici voorkomen: hij kan de lengte van 
den vervlogen tijd onderschat hebben en dus het in zwang 
komen van de landindeeling te laat gesteld hebben, en ten 
tweede kan hij daarbij te veel op naam van den grooten 


Ramses gesteld hebben. Maar als wij dit dan ook in aan-. 


merking nemen, dan kan de landindeeling der Egyptenaren 
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wel zoozeer een aansporing tot beoefening der meetkunde _ 


zijn geweest, dat de overlevering haar later niet geheel 


ten onrechte letterlijk als de oorzaak van de uitvinding _ 


dier wetenschap aanwijst. 

De overname van de Egyptische wiskunde door de Grie- 
ken en eveneens de minder omvangrijke overgang van de 
meer arithmetische wiskunde der Babyloniërs en Phoeniciërs 
geschiedde door middel van den handel. Kooplieden, die 
op hun lange reizen het vertrouwen der priesters wisten 
te winnen, zijn de grondleggers der Grieksche wiskunde. 
En terwijl deze wetenschap in die andere landen het eigen- 
dom der priesterkaste was, bleef zij in Griekenland in 
den regel het eigendom van wie ze maar wou beoefenen, 
overeenkomstig het bekende feit, dat het geestelijk eigen- 
dom eener groote groep menschen nooit meer het privaat- 
bezit eener kleinere kaste wordt. 


Wij kunnen de geschiedenis der Grieksche wiskunde in 
deze vijf tijdperken verdeelen: 


I. Hettijdperk der Ionische en Pythagoreeïsche scholen, 
dt 600—420 v. Chr. 


II. Het Atheensche tijdvak, + 420—300 v.Chr. 


III De bloeitijd van de school te Alexandrië, + 300—200 
v. Chr. 

IV. De natijd van de school te Alexandrië, + 200 v. Chr. 
—640 n. Chr. 


V, Het tijdvak der Byzantijnsche wetenschap, + 640 
— 1450 n. Chr, 
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Het is onze bedoeling, ons bij ons overzicht te bepalen 
tot de eerste drie dezer tijdvakken, want wij willen slechts 
de ontwikkeling der elementaire meetkunde beschrijven. 

Omstreeks 200 v. Chr. nu heeft die ontwikkeling een 
zeker eindpunt bereikt, de ons bekende lagere planimetrie, 
gedeeltelijk ook de stereometrie, hebben zich dan tot een 
vrij afgerond geheel op strenge axiomatische grondslagen 
ontwikkeld, wel niet star en voor altoos onveranderlijk, 
maar toch bepaald in haar wezen en in haar bizonder 
karakter. In het laatst van dat tijdvak en vooral in het 
volgende, den lateren Alexandrijnschen tijd, ontwikkelt zich 
ook de theorie der hoogere krommen en oppervlakken, 
oorspronkelijk als gevolg van het zoeken naar de oplossing 
van de drie beroemde problemen der oudheid, de cirkel- 
guadratuur, de kubusverdubbeling en de indrieëndeeling 
van den hoek. Die Alexandrijnsche tijd eindigt met de 
groote catastrophe der oude wereldzee: de inneming van 
Alexandrië door de Arabieren. De Grieksche wetenschap 
verplaatst zich dan naar Byzantium, en hier leeft zij acht 
‚eeuwen voort, zonder dat zij in staat is een bloeitijd te 
scheppen, die vergeleken zou mogen worden met den tijd 
van Euclides of Archimedes. Maar als omstreeks den val 
van Constantinopel de Grieksche geleerden zich naar West- 
Europa verplaatsen, blijkt het Grieksche denken nogmaals 
in staat, aan de wereld wetenschappelijk leven mede te 
deelen, zij het dan ook op meer lijdelijke wijze dan door 
het meer geniale denken tijdens den staatkundigen bloei 
van het oude moederland. 

Wij zullen dus in de volgende hoofdstukken de eerste drie 
tijdvakken bespreken, van elk de meest toongevende scholen 
of personen aangeven en van ieder van deze enkele ken- 
schetsende bijzonderheden of vindingen noemen. 


V. De Ionische School: Thales van Milete. 


Deze eerste tijd, en min of meer ook het tijdvak der 
Pvthagoreeërs tot 400 v. Chr, wordt gekenmerkt door de 
omstandigheid, dat de wiskunde nog slechts hier en daar, 
en wel aan enkele philosophische scholen, beoefend wordt. 
De resultaten zijn weinig samenhangend, het zoogenaamde 
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mathematisch experiment speelt nog een belangrijke rol. 

Thales van Milete, + 630—540 v. Chr., de stichter van 
de oudste Grieksche wijsgeerige school, wordt tevens als de 
vader der Grieksche wiskunde beschouwd, een eer, die hij 
zonder twijfel voor een deel te danken heeft aan de be- 
kende neiging der geschiedenis, om de verdiensten van 
velen in één persoon samen te voegen. Maar laten wij 
wegens de eenstemmigheid der berichten althans in zooverre 
vertrouwen hebben in de rechtvaardigheid der historie, 
dat wij Thales wel belangrijk hooger willen stellen dan 
zijn onbekende voorgangers en tijdgenooten. 

De vroegste der talrijke schrijvers, die ons iets over 
Thales mededeelen, is Herodotus (+ 484—408 v. Chr), de 
uitvoerigste is Diogenes van Laerte (8e eeuw n. Chr.), de 
voor ons belangrijkste mededeelingen echter zijn van Proclus 
(be eeuw n. Chr.); alle gegevens tezamen vormen toch nog 
een vrij schamel materiaal. 

Laten wij niet uitweiden over de menigte verhalen, die 
wij over Thales’ overigens vrij onbekende private leven 
aantreffen. Want het is voor onze beschrijving vrij onver- 
schillig of hij, zooals Aristoteles vermeldt, een geheelen 
olijvenoogst opkocht, toen hij een mooien zomer meende te 
kunnen voorspellen, en ook kan het ons weinig schelen, of 
hij de hoofdpersoon is in het bekende verhaal over den 
ezel met de zakken zout en sponzen; minder onverschillig 
staan wij tegenover een aantal mededeelingen bij talrijke 
auteurs, die boven twijfel schijnen te stellen, dat Thales 
eenigen tijd in Egypte heeft gewoond. Zoo zegt Proclus in 
zijn reeds meermalen door ons aangehaalde mathematische 
chronologie: „Thales, die naar Egypte ging, bracht voor 
„het eerst de wiskunde naar Griekenland. Hij ontdekte zelf 
„veel, maar van veel ook heeft hij de eerste aanwijzingen 
„aan zijn volgelingen overgeleverd; het eene breidde hij 
„uit, het andere maakte hij beter toegankelijk.” Pamphile, 
le eeuw n. Chr, en verschillende anderen uiten zich op 
dezelfde wijze. Deze bewijsplaatsen zijn echter vrij sterk 
afhankelijk van elkander, en daar het hier voor de geschie- 
denis der wiskunde een allerbelangrijkst vaaagpunt geldt, 
namelijk of de bakermat van onze Europeesche wiskunde 
in het Nijldal gezocht moet worden, zijn er in onze dagen 
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zeer uitvoerige kritische verhandelingen over deze questie 
geschreven. 

Laten wij het resultaat, dat Thales zoo goed als zeker 
inderdaad in Egyte geweest is, aanvaarden. 

Dan verkrijgt voor ons bizondere waarde het verhaal, 
dat wij bij Hieronymus van Rhodus, een leerling van Aris- 
toteles, en bij Plinius den Oudere aantreffen, volgens het- 
welk Thales, door het oogenblik af te wachten, waarop 
zijn schaduw even lang was als hij zelf, de hoogte van een 
Egyptische pyramide uit haar schaduw bepaalde. Plutarchus 
zegt in zijn Convivium iets meer, èn wat de inkleeding 
van ’t verhaal èn wat de wiskundige zijde ervan aangaat. 
Hij làat Thales met anderen over koning Amasis van Egypte 
spreken en dan zegt een van hen tot Thales: „Ofschoon 
„de koning ook om andere dingen u bewondert, schat hij 
„u bovenal hoog, omdat gij zonder eenige moeite en zonder 
„eenig werktuig, alleen maar door een stok in het eind van 
„de schaduw der pyramide op te stellen, uit twee driehoeken, 
„die door de langsgaande zonnestraal ontstaan, aantoont, 
„dat de eene schaduw in dezelfde verhouding tot de andere 
„staat als de pyramide tot den stok’ Hier wordt blijkbaar 
het beginsel der gelijkvormige figuren doeltreffend toegepast. 

En verder weten wij, zij het wederom uit korte of 
onvolledige mededeelingen, dat Thales de volgende stel- 
lingen gekend heeft: 

1°. de basishoeken van een gelijkbeenigen driehoek zijn 
gelijk. 

Uit een korte aanduiding bij Proclus schijnt te volgen, 
dat Thales het bewijs leverde door den driehoek om te 
slaan en met zijn vorigen stand te doen samenvallen. 

20, een driehoek is bepaald door een zijde met de aan- 
gelegen hoeken. 

Hierdoor mat hij den afstand van een schip in zee, 
als observatieposten den voet en den top van een toren 
gebruikend. 

80. de omtrekshoek in een halven cirkel ís recht. 

Een verhaal bij Pamphile zegt, dat Thales bij deze ont- 
dekking, die hij als uiterst belangrijk beschouwde, een os 
aan de goden offerde. Cantor meent, dat Thales bij deze 
laatste stelling geweten moet hebben, dat de som van de 
Wiskundig Tijdschrift, 18e Jaargang, 12 
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hoeken eens driehoeks gestrekt is, want de verbinding 
van het middelpunt met het hoekpunt geeft dan onmid- 
dellijk een bewijs voor Thales’ stelling. 

Wat in het algemeen de berichten over Thales’ meet- 
kundige vorderingen betreft, we krijgen den indruk, dat 
bij hem het besef wakker schijnt te zijn geworden, dat de 
meetkunde niet is de kunst van het meten, maar dat zij is 
de kunst van het zorgvuldig beredeneerd opstellen van 
figuren-abstracties. Terwijl de allerprimitiefste, meer op de 
practijk gerichte meetkunde vrij moeilijke berekenings- 
problemen opstelt, ontwerpt deze eerste wetenschappelijke 
_ meetkunde zeer eenvoudige redeneeringsproblemen, een- 
voudige, omdat het hoofdbeginsel van de meetkundige 
opbouwingsmethode reeds in het brein van dezen Klein- 
aziaat leefde. 


De latere Ionische wijsgeeren bemoeiden zich minder 
met de wiskunde, meer met de sterrekunde. Wij moeten 
in dit verband iets uitvoeriger terugkomen op het algemeen 
bekende en reeds door ons genoemde feit, dat de ontwik- 
keling der wiskunde nauw samenhing met die der sterre- 
kunde, Onder de bekende wiskundigen der oudheid waren 
vele min of meer bekende astronomen. Door de geheele 
geschiedenis trouwens loopt deze lijn, hoewel in latere 
tijden deze wetenschappen door hun omvang minder alge- 
meen samengingen. Thales van Milete zelf kunnen wij als 
voorbeeld aanhalen; hij wist, laat het zijn door middel van 
de in het Oosten bekende achttienjarige periode, een zons- 
verduistering te voorspellen, vermoedelijk die van 28 Mei 
585 tijdens een slag van de Lydiërs tegen de Meden; hij 
berekende ook, dat de middellijn der zon 720 maal op haar 
baan begrepen is, en hij zag dus in, dat dit getal gevonden 
kan worden uit de schijnbare middellijn en de schijnbare 
baan der zon. Ook de Pythagoreeërs waren groote sterre- 
kundigen; zij plaatsten de hemellichamen in een redelijk 
systeem, waarin ze met behulp hunner wiskundige ont- 
dekkingen, inzonderheid die der regelmatige lichamen, 
zekere vorm- en toonharmonieën zochten, pogingen, die wij 
o.a. herhaald vinden bij den mysticus Kepler. 

In algemeenen zin mogen wij wel zeggen, dat de sterre- 
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kunde of de sterrewichelarij, of, beter nog, het soms 
onontwarbare complex dezer eerst in lateren tijd gescheiden 
wetenschappen, een verheven leerschool vormde, waarin 
de mensch talrijke middelen om zich geestelijk op te heffen 
vereenigd vond; hierbij werd de wiskunde zijn voertaal, 
het getal zijn basis. Slechts in geringe mate geldt ditzelfde 
voor de natuurkunde; de aardsche natuur levert geen zoo 
voor de hand liggende wiskundige problemen op. 

Maar hoe moeten wij ons de verwantschap van de wis- 
kunde en de sterrekunde in hun allereerste ontwikkeling 
voorstellen ? 

Dan dienen wij een vrij scherp onderscheid te maken 
tusschen de eerste meetkunde en de eerste getallenleer ; 
zij staan niet in eenzelfde verband tot de sterrekunde; 
hen in één adem hier wiskunde te noemen, ware misplaatst. 
Want de sterrenhemel levert geen bijzonder eenvoudige 
meetkundige voorstellingen, maar van eenvoudige arithme- 
tische stof is hij overvuld. De regelmatige hemelverschijn- 
selen van den dag, de maand en het jaar leverden, reeds 
voordat de primitieve mensch in staat was hun meetkundig 
samenstel te begrijpen, getallengegevens voor de regeling 
van de werkzaamheden op den akker en voor de tijds- 
indeeling. Eerst daarna moeten in gelijken tred met de 
voortschrijdende beschaving ook de minder eenvoudige 
voorstellingen uit den sterrenhemel zijn afgelezen, inzon- 
derheid die der groote meetkundige problemen van de 
schijnbare bewegingen van zon en maan, de verduisteringen, 
den loop der planeten, de verplaatsing der hemelpolen bij 
reizen in de richting noord-zuid. Zoo waren de bewoners 
van Mesopotamië, de volken, die wij ons voorstellen als 
uiterst vroeg bedreven in getallenwetenschap, wel zeer ver 
in het becijferen van de uiterlijke verschijnselen des 
hemels, — de in de laatste jaren ontcijferde vondsten, 
kleitafeltjes in spijkerschrift, hebben hierover verrassende 
dingen geleerd —, maar hun berekeningen gingen niet 
gepaard met systeemverklaring. Van de Egyptenaren kun- 
nen we wellicht ongeveer hetzelfde zeggen, maar de Grieken, 
bij wie de meetkunde een hoogere vlucht nam, vormden 
zich tevens belangrijke astronomische voorstellingen. 

Inderdaad ligt het begin van de arithmetische astronomie 
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aan de grenzen van het historische tijdvak, dat van de geome- 
trische ligt er ruimschoots binnen en valt veel later dan 
de oudste meetkunde. 

Naar onze meening kunnen er tweeërlei motieven ge- 
weest zijn voor de vroegste beoefening der meetkunde. 
In de eerste plaats materieele, doch dan zullen die uiterst 
eenvoudige voorstellingen vereischen; in de tweede plaats 
meer ideëele, die tot beoefening der meetkunde om haar 
zelfswil leidden. Van de eerste is de wensch der Egypte- 
naren om hun land te herverdeelen een onovertref baar goed 
voorbeeld : de noodzakelijkheid stond elk jaar voor de deur 
en zelfs de eenvoudigste meetkundige voorstellingen konden 
al van dienst zijn. En wat de beoefening der meetkunde 
om haar zelfswil aangaat, die moet ook in het verleden plaats _ 
gevonden hebben, om dezelfde reden als thans. Want hierin 
kunnen wij weinig van onze vroege voorvaderen verschillen, 
Wij zijn slechts door een zeer klein tijdvak, gesproken in 
anthropologischen zin, van hen gescheiden ; onze begeerten 
en lusten waren ook de hunne en evenals de wiskundige 
van onzen tijd zijn wetenschap bij voorkeur abstraheert, 
gelijk ook de musicus zijn kunst, zoo moet dit ook in ouder 


tijd het geval zijn geweest, 
(Wordt vervolgd.) 


lets over de theorie der priemgetallen 


DOOR 
5, C. VAN VEEN (Rotterdam). 


Onder de wiskundige wetenschappen onderscheidt zich 
de getallen-theorie wel daardoor, dat zij, door de absolute, 
onaanvechtbare juistheid harer grondslagen en resultaten, 
het meest in staat is, de wiskundigen, en zelfs in ’t bij- 
zonder de groote wiskundigen te boeien met schier on ver- 
breekbare banden. De voorbeelden zijn voor het grijpen, 
dat de mathematici met onvermoeiden ijver jaren en jaren 
achtereen naar de bewijzen van getallentheoretische stel- 
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lingen, door hen langs heuristisch inductieven weg ontdekt, 
gezocht hebben, enkele malen met het gewenschte succes 
(denk b.v. aan het bewijs der reciprociteitswet der kwa- 
draatresten door Gauss), maar gewoonlijk zonder eind- 
resultaat ; (b.v. de onderzoekingen op ’t gebied der theorie 
der priemgetallen, door Gauss, en op ’t gebied van de 
groote stelling van Fermat, door Kummer). Hiermede is 
natuurlijk niet gezegd, dat in ’t laatstgenoemde geval alle 
moeite nutteloos is geweest, integendeel, de boven aange- 
haalde onderzoekingen zijn van het grootste nut gebleken 
voor de vooruitgang der wetenschap. 

De theorie der priemgetallen behoort ook tot die rubriek 
van wetenschappen, waaraan verscheiden mathematici een 
‚groot deel van hun leven gewijd hebben, zonder het ge- 
wenschte eindresultaat te bereiken. 

In het volgende zal een elementair overzicht gegeven 
worden van de onderzoekingen, die in de loop der eeuwen 
op dit gebied verricht zijn. Zoover ik heb kunnen nagaan, 
verscheen tot nog toe nooit een dergelijk overzicht in eenig 
Nederlandsch tijdschrift. In het be en 6e deel der „Nouvelle 
correspondance mathématique, rédigée par. E. Catalan 
(1819 en 1880) is een dergelijk overzicht te vinden, van 
de hand van Brocard, Dit overzicht gaat echter uit den 
aard der zaak niet verder dan tot + 1819, terwijl de voor- 
naamste onderzoekingen op dit gebied dateeren van 1892 
en later. In het prachtige handboek van E. Landau (zie 
hieronder) is een geschiedkundig overzicht te vinden tot 
1909, doch’ dit overzicht kan niet de naam verdienen van 
elementair te zijn. Dit alles bijeen genomen, met het feit, 
dat het handboek van Prof. Dr. Landau wel niet in handen 
van alle lezers van het W. T. zal zijn, heeft mij aanleiding 
gegeven, om te trachten een elementair overzicht der 
onderzoekingen te geven tot op den huidigen dag. 

Het zal niet meer dan een overzicht zijn. Bewijzen 
worden zeer weinig gegeven. Slechts in ’t begin, van 
enkele elementaire stellingen, zullen bewijzen gegeven 
worden; van de latere onderzoekingen zullen de be wijzen 
die tot de mêest verheven prestaties der moderne wiskunde 
behooren, geheel weg gelaten worden; wie daarvan meer 
wil weten, verwijzen wij, behalve naar de oorspronkelijke 
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litteratuur, die overal ter plaatse, zooveel mogelijk, zal 
worden aangehaald, naar het boven reeds kort vermelde 
standaardwerk op dit gebied: „Handbuch der Lehre von 
der Verteilung der Primzahlen” von Dr. Edmund Landau, 
o. Prof. der Math. an der Königlichen Georg-August- Uni- 
versität zu Göttingen. 2 Teile. Leipzig und Berlin: B. G. 
Teubner 1909. 

Aan de hand der geschiedenis zullen wij nu de ontwik- 

keling van ’t problema der priemgetallen volgen. 

___De oude Grieken schijnen zich reeds meer in ’t bijzonder 
met de deelbaarheid der getallen te hebben bezig gehou- 
den. Bij Euclides echter vinden wij voor ’t eerst ’t begrip 
priemgetal nauwkeurig gedefinieerd. Hij zegt: „Onder een 
priemgetal verstaat men een positief geheel getal, dat van 
1 verschilt, en slechts door zich zelf en door 1 deelbaar is.” 
(Euklid. Elementa: Bnd 2. Opera Omnia [übersetzt und 
herausgegeben von J. L. Heiberg und H. Menge) Leipzig, 
Teubner 1884, blz 381) Enkele bladzijden verder bewijst 
hij reeds, dat er oneindig vele priemgetallen zijn. Immers, 
veronderstel, er was een eindig aantal priemgetallen: 
PiyP2---P‚p dan moet ieder getal ) 1 door 1 van deze 
priemgetallen deelbaar zijn. 

Het getal p,.ps.ps ……p„, +1 is echter door geen van 
deze priemgetallen deelbaar, want het laat bij deeling door 
ieder de rest 1. Daaruit volgt, dat de eerst gemaakte 
veronderstelling fout is, dus er blijft niets anders over, dan 
dat het aantal priemgetallen onbegrensd is. (Libr. LX prop.20). 

In ’t vervolg zal het aantal priemgetallen {a door z (x) 
voorgesteld worden; Euclides had dus bewezen : 
lima () =j00. 

L == OO 

Euclides leefde van 315—255 v. Chr. aan het hof van 
Alexandrië. De eerste groote vooruitgang constateeren wij 
in + 225 v. Chr. toen Eratosthenes, bibliothecaris van 
Alexandrië (215—194) de wetenschap verrijkte met de naar 
hem genoemde zeef. Dit is de eerste, en tot 1864 de eenige 
practische methode geweest om tafels van priemgetallen 
samen te stellen. De geheele methode bestond daarin, dat 
men begon, met alle natuurlijke oneven getallen, te be- 
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ginnen met 3, op te schrijven. Men liet de 5 staan, en 
schrapte de getallen, die in de reeks der overgebleven 
getallen 3, en een veelvoud van 3 plaatsen van de 3 ver- 
wijderd waren, door. Op dergelijke wijze handelde men 
voor 5, 7, 11, enz. Op het laatst bleven dan slechts de 
priemgetallen over. 

Van Eratosthenes tot Stifel (+t- 1500) is er vrijwel niets 
aan de theorie der priemgetallen gedaan. 

Stifel zocht naar een formule, die bij substitutie van be- 
kende getallen niets dan priemgetallen opleverde. Hij 
meende deze gevonden te hebben in 

gnl L 
(M. Stifel, Arithmetica integra Nuremberg 1544, p. 14). 


Echter is b.v. 2°*TL_1=511=13. 31. 
Dezelfde onderzoekingen werden ongeveer een eeuw 
later voortgezet door Pierre Fermat. Hij slaagde echter 


n 

niet beter. Hij meende dat de formule 22 +1 bij substi- 
tutie voor n van een bekend getal niets dan prieingetallen 
opleverde. Hij dachts zelfs, van deze stelling een bewijs 
gevonden te hebben, waarover hij echter zelf niet zeer 
tevreden was, want hij schreef aan zijn vriend B. Pascal: 
„La démonstration en est très malaisée, et je vous avoue 
que je n’ai pu encore la trouver pleinement.”’ Wellicht 
zouden wij nog steeds aan de waarheid der stelling geloofd 
hebben, indien Euler niet zoo gelukkig was geweest om 
te vinden, dat reeds voor n= 5 


ge) p 122 1 4204 967 21 — 6100417. 641. 
(Euler. De theoremata gquadam Fermatiano. Comment. 
Acad. Petropol. VI. 

Deze nieuwe mislukking gaf aanleiding om te twijfelen 
aan het vermoeden, dat er formules bestonden die bij sub- 
stitutie van bekende getallen niets dan priemgetallen op- 
leverden. Legendre zegt in 1808, dat- een algebraïsche 
formule, die slechts priemgetallen oplevert bij substitutie, 
niet bestaat, en illustreert dit met het voorbeeld 

| P =ar? + br: + er + d. 
(Essai nu la théorie des Nombres: 2e édition. Paris Cour- 
cier 1808). 
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Het algemeene bewijs is echter ook zeer eenvoudig. Er 


moet dan bewezen worden, dat an Len oane 
Hd me dn=f(r) niet enkel priemgetallen voorstelt. 
Stel daartoe, dat de formule bij substitutie van w=k een 
priemgetal p oplevert. Dus /(k) =p. Dan is f(k + py) = 


== f (k) + py f/(k) + L K) =p toy fB) 


dus deelbaar door p, dus geen priemgetal, Q.E.D. Toch 
zijn Euler, en later ook Legendre erin geslaagd, formules 
samen te stellen, die bij substitutie van op elkaar volgende 
geheele getallen een reeks priemgetallen opleverden. Euler 
vond de formule #? + #41, die bij substitutie van x — 0, 
1, 2, 3,....39 steeds priemgetallen oplevert (Mémoires de 
Berlin 1772, pag. 36). Legendre heeft gevonden de formu- 
les: x? 4-17, en 2? +29 die respectievelijk 11 en 29 
priemgetallen opleveren 

Ongeveer ter zelfder tijd, dat Euler zich met dit soort 
onderzoekingen bezig hield, leefde in Berlijn, aan het hof 
van Frederik de Groote, de beroemde wiskundige en phi- 
losoof Lambert (geboren te Mühlhausen 1738—gest. te Ber- 
lijn 1771). Deze werd bij zijn cosmologische onderzoekin- 
gen gevoerd tot de, re La hem en reeks: 


Eeten en id 


(Lambert, Anlage zur ARE: ae Einfachsten und 
Ersten in der philosophischen und mathematischen Erkennt- 
nis. Riesa 1471, Prod. 

Of Lambert reeds bemerkt heeft, in welke betrekking 
deze reeks tot het probleem der priemgetallen stond, valt 
te betwijfelen. Iet zal waarschijnlijk Scherk zijn, die het 
eerst ontdekt heeft, dat, wanneer men de reeks ontwikkelt 


in een dubbelreeks, en daarna rangschikt volgens opklim- 


mende machten van «, wat geoorloofd is voor «<1, de 


5 er in 
coëfficiënt van z 


m, dus als m priem is, gelijk aan 2. (Scherk. Bemerkungen 
über die Lambertsche Reihe. Crelle 9. p. 162) 
De reeks van Lambert wordt dan: 
El 22 2atednt Hb Fe Ate 
Op Br eerste gezicht leek nu het probes opgelost, 


dan gelijk is aan ’t aantal deelers van _ 
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om à priori te herkennen of een gegeven getal priemge- 
tal was of niet. Het kwam er dan slechts op aan, de reeks 
van Lambert in een eindigen vorm te sommeeren, en dan 
te ontwikkelen volgens de reeks van Maclaurin. Om nu te 
onderzoeken, of m een priemgetal is, of niet, behoefde men 
slechts de mde afgeleide van 2 te bepalen, voor # == 0 
Was deze =ml! Xx 2, dan was m priem. 

De sommeering in eindige vorm is het eerst gelukt, met 
behulp van bepaalde integralen, aan M. Curtze (Annali di 
matematica pura ed applicata. Serie IL deel I 1867, pag. 
285). De verder noodzakelijke bepaling der mde afgeleide 
bood echter, en biedt nog onoverkomenlijke moeilijkheden. 
Sedert dat moment is er dan ook geen belangrijke voor- 
uitgang in dat soort onderzoekingen te bespeuren. 

Voordat wij van de reeks van Lambert afstappen, zullen 
wij nog de twee merkwaardige transformaties vermelden, 
die de reeks kan ondergaan. 

De eerste is de transformatie van Clausen : 


in OE) tert (EE) re (EE) + ND Ie 


1 — jn 


(Clausen. Beitrag zur Theorie der Reihen. Crelle 3. p. 94). 
Deze reeks convergeert veel sterker dan de reeks van 
Lambert. De tweede transformatie is van O. Schlömilch: 


emu!) 


| 
AEB IOR) 1 
EN (D lot Fong: ed (5) EE 
(3 
EN 
Bee Bonte) ie en le 
Bs, =e EDE 5 der). 


C is de Eulersche constante — 0.5772156649 ..… 

B,, Bs... zijn de getallen van Bernouilli, 

O<e<1. (O. Sehlömilch. Compendium der höhere Analy- 
sus II blz. 237). 
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Terzelfder tijd, dat Lambert zich met zijne onderzoekin- 
gen bezighield, bewees Lagrange in de Mémoires van 
Berlijn (1711), een stelling voor ’t eerst vermeld door Wa- 
ring in zijn „Meditationes Algebraïcae”, waar de ontdek- 
king toegeschreven wordt aan Wilson. 

Dit is nl. de stelling, die in formule uitgedrukt, als volgt 
luidt: 1.2.3.4....(n—1) + 1==0 (mod. »), 

voor ” priem. 


Het bewijs hiervan is te vinden in ieder werk over 
getallentheorie. 

Deze formule levert het kriterium om à priori te her- 
kennen of n een priemgetal is of niet. Practisch is het 
echter van geen waarde. Want b.v. voor de betrekkelijk 
kleine waarde van „== 1000 zouden wij, behalve met zeer 
groote vermenigvuldigingen, te doen krijgen met getallen 
van 2568 cijfers. 

Ook hiermede was dus de theorie der priemgetallen 
niet belangrijk gebaat. 

In dezen tijd verschenen verschillende tafels van priem- 
getallen, berekend met behulp van de zeef van Eratos- 
thenes. Wij zullen de voornaamste hier vermelden. 


1657. Franciscus van Schooten: Liste des nombres pre- 
miers, susqu’a 10000. 

1668. Pell. Liste des diviseurs, outres que 2 ou 5, des 
nombres jusqu’a 100000, Publiée à Londres, dans 
YAlgèbre de Rhonius traduite. par Brancher. 

1710. Lambert. Liste des nombres premiers jusqu’a 102000. 

1197. Vega Diviseurs, autres que 2, 3 ou 5, des nombres 
jusqu’a 102000, et liste de nombres premiers, de 
102000 à 400031. 

1811, Chernac: Cribrum arithmetieum. Daventriae. 1811 
bevattende de priemgetallen-tot 1020.000. 

18141817. Bürckhardt. Table de diviseurs: tot aan 3056.000. 

18621865. Dahse. Factoren-tafeln van 6000000 — 9000000. 
De hiaat tusschen 3036000 en 6000000 is later op- 
gevuld door Glaisher. 

1879. J. Glaisher. Factor table for the fourth. million. 
(containing the least factor of every number, not 
divisible bij 2, 5 ou 5, between 3000000 and 4000000. 
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1880. J. Glaisher. Evenzoo: voor het 5e millioen. 

1883. 2 bj} ” » ” Ge ” 

Het verschijnen der meer uitgebreide tafels, zooals die 
van Lambert, gaf enkele wiskundigen aanleiding, om op 
te tellen, hoeveel priemgetallen er onder zeker getal x 
gelegen waren, en om nu te zoeken, of er eenig verband 
bestond tusschen dit aantal z(«) en het getal z. 

Zoodoende komen wij tot het meest beroemde probleem 
der priemgetallen der laatste honderd jaar: te bepalen 
het aantal priemgetallen gelegen onder een gegeven 
getal. 

Met dit probleem schijnen zich ’t eerst meer in ’t bijzon- 
der Gauss en Legendre, en wel ongeveer te gelijkertijd: 
d- 1792 te hebben bezig gehouden. 

Wij moeten hier terloops opmerken, dat Gauss in dat 
jaar nog slechts een knaap van 15 jaar was, terwijl Le- 
gendre 40 jaar wäs. 

Dat Gauss zich met dit soort onderzoekingen bezig ge- 
houden heeft, is eerst 3 jaar na zijn dood, in 1863 gebleken, 
bij ’”t verschijnen van deel 2 zijner „gesammelten Werke”. 

Legendre schijnt zeer lang over het probleem nagedacht 
te hebben, en allerlei formules geprobeerd te hebben, die 
het verband tusschen # en zr (x) zouden kunnen voorstel- 
len, ten minste bij benadering, daar een zoodanige formule 
uit den aard der zaak een continue functie voorstelt, ter- 
wijl de priemgetal functie zr (x) discontinu verloopt. 

In 1798 verscheen zijn beroemde werk: „Essai sur la 
théorie des nombres le édition Paris (Duprat).” 

Wij lezen daar, op blz. 19. 

„Au reste, il est vraisemblable que la formule rigoureuse 
qui donne la valeur de b lorsque a est très-grand, est de 
la forme 

Dante en 
AALO. ORE ee 
A et B Ctant des coefficiens constans, et log a désignant 
un logarithme hyperbolique. La détermination exacte de 
ces coefficiens serait un problême curieux et digne d’ex- 
cerser la sagacité des Analystes (b== zr (@), a == x). - 

In het jaar 1808 verscheen de tweede druk zijner „Théorie 

des Nombres”, Legendre blijkt in de tusschentijd niet stil- 
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gezeten te hebben, want hij kon nu aan ’t probleem der 
priemgetallen een apart hoofdstuk, van 5 bladz. wijden, 
getiteld: S VIII. D’une loi très-remarquable observée dans 
'énumération des nombres premiers. 

Hier lezen wij: (blz. 394): „Quoique la suite des nombres 
premiers soit extrêmement irréguliêre, on peut cependant 
trouver avec une précision très-satisfaisante combien il y 
a de ces nombres depuis 1 jusqu'à une limite donnée z. 
La formule, qui résout la question, est: 

4 
9 Tog rx — 1.08366” 
log # étant un logarithme hyperbolique. 

Daarna toetst hij zijn formule aan de tafels van Vega en 
vindt: 


Nombre y. 
Limite #@ \ Formule ‘ Tables Ecarts | 
10000 | 1230 12350 0 
20000 ‚__ 2268 2263 — 5 
50000 3252 3246 — 6 
40000 4205 4204 | 
50000. 5136 5134 — 2 
60000 6049 6058 J 9 
70000 6949 6956 — 13 
80000 1838 1857 — | 
90000 8717 8113 — 4 
100000 9588 9592 LJ 4 
150000 13844 13849 + 5 
200000 17982 17984 + 2 
250000 22035 22045 + 10 
500000 26023 25998 — 25 
550000 29961 _r 29917 + 16 
400000 H58D4 55861 + 7 


( Wordt vervolgd.) 


EE EE Nn 
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Over de orthopolen der middellijnen 
van den omgeschreven cirkel van een driehoek 


DOOR 
R. GOORMAGHTIGH (Londen). 


De meetkundige plaats der orthopolen der middellijnen 
van den omgeschreven cirkel van een driehoek ABC is de 
negenpuntscirkel ; wij zullen hier het volgende vraagstuk 
oplossen : 

Gegeven de orthopool p,‚ van eene middellijn à,; de 
rechte, die p,‚ met het zwaartepunt G van A ABC verbindt, 
snijdt den negenpuntscirkel in een punt v,; van welke 
middellijn ò, is p, de orthopool ? 


Wij veronderstellen, dat ò, met de zijden van A ABC 
hoeken «,‚, @,, y, vormt (met hun teeken genomen); de 
uiteinden van ò, in den cirkel ABC zijn M, N, de projec- 
ties van M en N op BC zijn M’ en N’; A,, B,, C, zijn de 
middens der zijden. Vermits M’p,N’ een rechte hoek is, 
heeft men de betrekking : 

MERE AA Nn COS, 
waarin R de straal van den cirkel ABC voorstelt. 

Hieruit volgt: 

BRAD AD Teo Cr COS a HCS Or NEOS Prat. 1 (1) 

Zij nu A,B,C, de driehoek, gevormd door de loodlijnen 
op BC in B, op CA in C, op AB in A. De AA A,B,C, en 
ABC zijn gelijkvormig, de verhouding zijnde cot V, waar V 
de hoek van Brocard voorstelt. 

Het punt van Lemoine van A A,B,C, is het middelpunt 
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O van den cirkel ABC. In A A,B,C, beschouwen wij een 
punt P, waarvan de afstanden A,, A,, A; naar de zijden 
C,A,, A„B,, B,C, voldoen aan de betrekking : 
A, COSaj J- A, COS B HA, COSY OE 
De rechte OP ís loodrecht op de rechte, die het punt van 
Lemoine K van A ABC verbindt met het punt Q, met be- 
trekkelijke normaal-coördinaten A,, A, A; ten opzichte 
van A ABC. Zijn «,, 2,, y2 de hoeken van OP met de 
zijden van A ABC, dan heeft men: 


COSaz — GCOSÛ, _ COS Yz 
a VRT nie MRT anar 1 
gk, 5 kÀs gk; 
waarin k de uitdrukking 
2 Scot V 


bh, + CAH aA, 
voorstelt, S zijnde oppervlak A ABC, 

Hieruit kan men gemakkelijk afleiden, dat OP de mid- 
dellijn ò, is. Zij inderdaad p/ de orthopool van OP ; men heeft: 
PA: P!B,:p'C, COB ds, KCOB fln : CORGENR 

en dus ook, volgens (1) en (3): 
p‚Â,.P/A, EIN ‚B, .o’B, ge 
5 COS a, —kA, Cosa, 8 COS B, — ks cos A, 
p‚C, .P’C, 


& > 
g COS Y, — kÀs COS y, 


en 


Hieruit volgt: 
p‚A,-P'A, H-0,B,.P/!B, +0,C,.P!C; =0, . . (4) 
vermits 
acosa, + beos , +eeosy; =0, 

het eerste lid zijnde de projectie van den gesloten omtrek 
ABC op de rechte ò 

Daar de driehoeken p‚p/A,, o,e/B,, @‚p/C, in denzelfden 
cirkel ingeschreven zijn, drukt de betrekking (4) ook uit, 
dat de som der afstanden, met hun teeken gerekend, van 
A,, B,, C, naar p‚p’ nul is; volgens eene bekende eigen- 
schap gaat p‚p’ dan door het zwaartepunt G van A ABC. 
Men heeft dus p/==p;, en OP==ò,. Indien men nog bemerkt, 
dat men aan (2) voldoet met 
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A, =COSÛ, —COSY,, Az =COSY, —COS4,, 5) 
Ag == COS a, — COS Û,, dats 
vindt men de volgende stelling : 


Eene middellijn à, van den cirkel ABG vormt met de zijden 
hoeken a, , @,, Y,; Zi ò, de middellijn, die loodrecht is op de 
rechte, die het punt van Lemoine verbindt met het punt met 
normaal-coördinaten 

COS B, —COSY,, GOSY, —COSa,, COS 4, — COS Á,. 


De rechte, die de orthopolen p, en p‚ van ò, en Ò, verbindt, 
gaat door het zwaartepunt van den driehoek. 

In bijzondere gevallen kan men voor À,, As, À; waar- 
den aanduiden, die eenvoudiger zijn dan (5). 

De toepassing van deze algemeene beschouwingen geeft 
aanleiding tot merkwaardige eigenschappen. 


a) Veronderstellen wij, dat p, het punt van Feuerbach 
zij; ò, is de middellijn van den omgeschreven cirkel, die 
door het middelpunt [ van den ingeschreven cirkel gaat. 
Indien D, E,‚ F de raakpunten van den cirkel I met BC, 
CA, AB zijn, heeft men: | 

BEB EO = (bt (ea (ab). 
Dus, wanneer ò, = OI, is 
GOS a, : GOS B, :y, =(b—e):(e—a):(a —b). 
Men voldoet dus aan (2) met 
A, = Ag = Ag =ls 
het punt Q is dan het middelpunt 1 van den ingeschreven 
cirkel. 


De rechte, die het punt van Feuerbach met het zwaartepunt 
verbindt, snijdt den negenpuntscirkel in den orthopool van de 
middellijn van den omgeschreven cirkel, die loodrecht is op de 
rechte, die het middelpunt van den ingeschreven cirkel met het 
punt van Lemoine verbindt. 

Deze laatste middellijn gaat door twee merkwaardige 
punten van den driehoek; het zijn de punten M,‚ en M,, 
waarvan de projecties p,, q,, fr, en pa, q,, fa op BO, 
CA, AB aan de volgende voorwaarde voldoen : 


Bp, =p,C =Cq, =gsÂA= Ar, =r,B. 


2) Zij nu ò, de rechte van Euler; als A’, B’, C/ de voet- 
punten der hoogtelijnen zijn, heeft men de betrekking: 
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2 23 2 2 2 2 
MAT:B BEG De ‚EE 

In het hier beschouwde geval is dus 

bc? Cade be 
ds bans 

en men kan als waarden van A,, ÀA,, ÀÂ; nemen: 

A,=albe Het), Able? Hat), Az =Cc(a? +b5). 

Men weet, dat deze waarden de betrekkelijke normaal- 
coördinaten zijn van het midden van den afstand der 
punten van Brocard w, en w,; de rechte, die dit punt met 
het punt van Lemoine verbindt, is de middellijn OK van 
den cirkel van Brocard, die loodrecht is op de lijn van 
Brocard w‚w,. Men vindt dus deze stelling: 

De rechte, die de orthopool van de Eulerlijn met het zwaarte- 
punt verbindt, snijdt den negenpuntscirkel in den orthopool van 
de middellijn van den omgeschreven cirkel, die evenwijdig is 
met de rechte van Brocard. 


y) De orthopool van de middelloodlijn A‚O is het punt 
A,; als men A,O als middellijn ò, neemt, heeft men: 
cosa, =0, cos, =sinC, cosy, == — sin B, 
en men voldoet aan (2) met 
Nl), Asad, Beet 

Deze waarden zijn de coördinaten van het voetpunt van 
de symmediaan uit A. Bijgevolg geldt de stelling: 

De punten, waar de zwaartelijnen den negenpuntscirkel snij- 
den, zijn de orthopolen van de middellijnen van den omgeschreven 
cirkel, die op de symmedianen loodrecht zijn. 

In „Gemiddelde driehoeken” (Wiskundig Tijdschrift, 13en 
jaargang, bladz. 77) heb ik vermeld, dat in een driehoek, 
waarin 2a? =b?* +c?, het punt van Lemoine de projectie 
is van het middelpunt van den omgeschreven cirkel op de 
symmediaan uit A. Men heeft dus ook deze eigenschap: 

In een driehoek, waarin 2a? =b? +c?°, snijdt de zwaartelijn 
wit A de loodlijn, wit het punt van Lemoine op BC neergelaten, 
op den negenpuntscirkel. 


COS a, : COS B, : COS y, = 


KOS 


De wortels van de vergelijking: 
ks 3rkyter*k, =O 
\__ DOOR 
Mr. T. SYBENGA (Zuidbroek). 


In het volgende is onder k, te verstaan de koorde, welke 
één boog k, onderspant; in de eerste plaats, doch niet 
uitsluitend, gelijk zal blijken, valt hierbij te denken aan de 
zijde van een ingeschreven regelmatigen veelhoek, welks 
middelpuntshoek we noemen Z/k,; k,, ks enz. zijn de 
koorden, welke bogen k, en k; resp. = 2 bg.k, en 3 bg.k, 
enz. onderspannen; dienovereenkomstig spreken we van 
Lk,, Zk; enz. De straal van den cirkel is aangeduid 
met #, 

Het is nu duidelijk, wat bedoeld wordt met de vergelij- 
kingen: 

k,2—2r? Ar verk) (2r —k)=0; 

k,3 —3r°k, + 3r?k; =0; 

k,S —br°k,? +br*k, —r*k, =0; 

kt —Ark,3 + 14rtke, 3 — rb, H-rêk, =0. 


B 
A C 


H 
K 


Eerstgenoemde vergelijking laat zich uit bovenstaande 
Neunmvinden: AB =CB=k ACK, BD =V(k,*— Ika’); 
BD BF, d.w.z. kerk (k* —Fka°), 
dus kt =4r? (k‚° — tk?) 
kas == Aid Sas 
hieruit volgt: k*t —4r?k,? +4rt =drt — rk? | 
Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang. 13 


194 
en kr =r VV (@r tk) (2r — Ks), 
derhalve: k,? —2r? a rV(2r dk) (2r —k,) =0, 
de eerste vergelijking. 
2 2 4 
Verder volgt er uit: k,° = ee. 
k, = d V(4r° —k,°). 


Van vierhoek ABCE zijn de zijden AB, BC en CE =k,, 
is de zijde AE —=k, en elke van de diagonalen AC en EB =k.. 
Volgens het theorema van Ptolemaeus is !) 


2 
ki2H-k, Xk;=ks®, derhalve ks, iis 
voor k, de gevonden waarde Ee V(4r? -—-k,°) in de plaats 
apen krijgt men: 


Art kk 


hand ‚2 heks 3 
ne rel herh) 
k, fi r: , 
dus r°k; =3r°k, —k,*, 
* 2 Kl 
alzoo ks a en 2 si en k, 3 3r°k, EE rs 0, 


( 
de tweede vergelijking. 
Beschouwen we vervolgens den vierhoek ACEH, met de 
zijden AC, CE, EH en AH resp. =k,, k,, k, en (AH onder- 
spant 5 koorden k‚) k;, en de diagonalen AE en HCS Kas 


dan is Re PE En 
en, met substitutie der voor k, en k;, gevonden waarden, 
at 
tete nen Ir'k,* en Bee el u 
kik. dee a, 


rik; =brik, — br°k,?Jk,5,enk,S—br°k,*+brk, rk; SO 
de derde vergelijking. 

Op soortgelijke wijze zal men de vierde vergelijking 

vinden, en wel uit den vierhoek, waarvan de zijden 


1) Verg. H. Siersma in Jaargang 14, afl. 1 (1899) van De Vriend 
der Wiskunde, „Een algemeene weg ter berekening van zijden en 
diagonalen van ingeschreven regelmatige veelhoeken”. 
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zijn k,, ks, k2 en k;, en de diagonalen k;, zoodat 
k,? +ksk; =k;* enz. 

Van nu af zullen we #==1l nemen. 

In eerstgemelde (tweedemachts)-vergelijking, welke twee 
wortels heeft, zijn dus voor k, twee waarden te vinden, 
en wel aanduidende de koorde van Z k, (=}Zk,) en de 
koorde van het supplement van Z/k,. Neemt men b.v. 
Zk, =60°, dan is k, als V{2—\’3) de koorde van / k, — 30° 
en als (2 3) de koorde van / 150’; neemt men 
Zk,—=90°, dan is k, =V{(2— 2) en =V(2 4-12) resp. 
de koorde van / 45° en 135°. 


De vergelijking van den derden graad : k,*— 3k, +k; =0 
heeft drie wortels k,. Zij zijn in algebraïschen vorm, 
zonder benadering, nauwkeurig te vinden slechts dan, als, 
onafhankelijk van k;, k, reeds nauwkeurig bekend was; ') 
wel te vinden zijn ze dus, bij oplosbaarheid der derdemachts- 
vergelijking, b.v. ingeval van / k; —=18°, 36°, 54?, 6749, 720, 
81°, 90°, 999, 108°, 1124, 126°, 135°, 144° en 162°, ook OP 
en 180° ; niet te vinden, bij onoplosbaarheid der derdemachts- 
vergelijking, b.v. ingeval van / k;—=15°®, 30° 60°, 75°, 1059, 
Reu 1D0 en 1659. 

Van de hoeken 18° vlg. was reeds het derde deel te 
construeeren en te berekenen buiten eenige vergelijking 
om; daarentegen was van de hoeken 15° vlg. het derde 
deel buiten eenige vergelijking om niet reeds te constru- 
eeren of te berekenen, en met behulp van de vergelijking 
kan men er nu evenmin komen; dit verschijnsel wijst op 
de onuitvoerbaarheid der trisectie in het algemeen. 

Gemelde oplosbare vergelijkingen oplossende, vindt men 
dus iets wat men reeds had. Toch is daarmede geen waar- 
deloos werk verricht; immers, wij vinden niet alleen den 
kleinsten wortel, welke de boog k, (=;bg&;)onderspannende 
koorde #, aanduidt, doch tevens den grootsten en den middel- 
sten wortel, welke beide eveneens lijnen aanduiden, en wel 


1) Het quotiënt E is 3—k,® (3=3r? met r=1); k, is 


onmeetbaar als X, het is, doch tevens, al is £, meetbaar, indien 
het den hoek Z, aanduidende BIEen slechts één factor 3 heeft en 
een geheel getal is of daarvan 4, Ì, 4 enz. 
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lijnen, welke men te voren nog niet had. En, gaat men een 
aantal gevallen na, dan ziet men, bij beschouwing van de 
rijen der drie wortels, een opmerkelijk onderling verband. 
Op enkele bezienswaardigheden wensch ik wel te wijzen. 
Vooraf echter nog iets omtrent dezelfde kwestie der 
deelbaarheid van het eerste lid bij bovenstaande vergelij- 
kingen van den vijfden en den zevenden graad. 


In de vijfdemachts-vergelijking k,°® —5k,3 +5k, —k;=0 
nemen wij voor k; resp. 2, V(2+413), V2en V[2-V{(2—3)], 
d. w.z. resp. de waarde van de koorde, behoorende bij 
Lk;==180°, 150°, 90° en 75°; nu weet men reeds, onaf han- 
kelijk van eenige vergelijking, dat k, behoorende bij 
Z36°, 30°, 18° en 15° resp. is =t(LD—1), V(2—-V3), 
V[2—} (10 +25] en VI —-WV(2 VB), en telkens 
is nu ook het eerste lid deelbaar; deelt men k,— 3 (151) 
enz. op het eerste lid der overeenkomstige vergelijkingen, 
dan krijgt men als quotiënt resp. : 

a. ki*H3k, LDI) Sk, UHU 5) — Ik, (OV 22) HU 5 HI) 

b. kitdk SV (2D) -—-k (BHV) —-k,V6H(2HU3); 

c. kt +k 3 v1[2—v(10+2V5)| —k,°[3 + E V(10H2U5)| 
—k, Vv [8-51 (10+ 25) — 2D] 

(5 —v116 — 35 —2V(25 — 2 5))); 

d. k‚* +k VR V(2Hr3)J Kk, [3 + VF) 
—k, V(10— 2 — 43) + (5-12 (2— 12) 
+8(2—13)— (2) (2 + VV) —4V (2 V3)J). 

Eveneens moet in de zevendemachtsvergelijking k,"—1k,® 
+ 14k,® — ik, +k, =0 de deeling opgaan, als men voor k; 
neemt b.v. de waarden behoorende bij / k, —=126° en 1050, 
welke resp. zijn 1 [2 + 3 (1(10 —25)]en 1 [2+V(2—V3)]; 
de waarde der koorden k, behoorende bij / k, = 18° en 15°, 
is reeds boven aangeduid. 

Wij bepalen ons tot / k, == 126%, en vinden als quotiënt: 
e. k‚S+k,° V[2— 1 v(10 +25) —k, “15 + 4 (1025) 

—k,3 V130 — (3% + IVD) V(10 + 25) — 4 5D)| 
+ k‚2[14— V(80 — (224 — 1ET 5) V(10 + 25) — 3D] 
+k [14 (2 — 5 (10 + 25) 
— V[265 — (85 — 4515) V(10 + 2D) + 5) 
— [(T V10 + 215) — 21) 
— V[9324 — (3024 — 4515) V(10 + 25) + 8051 5D). 
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Wat betreft de quotiënten sub c, d en e, is het niet ge- 
makkelijk te zien, dat resp. de laatste termen gelijk staan 
met de quotiënten, verkregen bij deeling van het laatste 
lid van den deeler op het laatste lid van het deeltal, 
zijnde resp. : 

2 [WO HIJV2(2 + SV (10 + 205), 
2 (2-3) (5 + 21/6) 
en [244 V10—25 U I4 VDH 2 (525). 

Toch moet dit wel het geval zijn, en niet slechts bij 
benadering, al schijnt het mij dienstig, op te merken, dat, 
in decimalen benaderd, de quotiënten niet verschillen, 
hetzij de eene of wel de andere wortelgrootheid als laatste 
term wordt berekend. In decimalen uitgedrukt zijn de 
quotiënten sub c,‚ d en e resp: 

k,* + 0,31287 k,? — 4,90211 k,? — 1,5337 k, + 4,52014, 

k,* + 0,26106 k,® —4,9318 k,? — 1,2875 k, + 4,66389 
en k,° + 0,31287 k,° — 6,90211 k,* — 2,1597 k,3 + 13,52398 k, ° 

J-4,1687 k, — 5,6957. 

De controleerende lezer zou hierop kunnen letten. 

Het geldt ook van de aangeduide vijfde- en zevendemachts- 
vergelijkingen, dat het eerste lid ondeelbaar zoude zijn, als 
k, niet buiten de vergelijking om reeds bekend was. 


Wij keeren nu terug tot de wortels onzer derdemachts- 
vergelijking, ‘en wijken alleen in het slotgedeelte nog 
even af. 

kde orde van Zk;- resp. a—=90°, 450, 1359, 674° en 
MED 69, '144P, 7120, 1089, 54°, 126, 189, 1629, 81° en 
990, e—=0° en 180°, volgen hier even zooveel derdemachts- 
vergelijkingen; uit koorde k, van een hoek k; vindt. men 
op eenvoudige wijze de koorde van den halven hoek en 
van diens supplement; hierop berust de gekozen volgorde. 
De laatste term van het eerste lid der vergelijking geeft 
telkens de waarde k, bij » = 1. 

Opgegeven is hoe de drietermen van den derden graad 
te ontbinden zijn in een tweeterm van den eersten graad 
en een drieterm van den tweeden graad, en verder de 
grootte van de drie wortels; telkens staat bij iederen wortel 
de benaderingswaarde in cenige decimalen nauwkeurig, 
en is voor den kleinsten wortel k,, welke de zijde van 
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den verdrievoudigden veelhoek aangeeft, een sterretje 
geplaatst. Het is loonend er op te letten, ook bij het meer 
gecompliceerd worden der wortelvormen, hoe vaste regel- 
maat er is in de onderlinge af wijking, inzonderheid met 
betrekking tot een hoek en zijn supplement; dit verschijnsel 
biedt eenigen steun bij verdere nasporing, hoewel dan toch 
dit werk steeds moeilijker wordt. 


Bij /k;—=90° is de vergelijking k,3—3k, + W2=0; 
factoren van het eerste lid k,—l?2 en k‚? +k‚v2—1; 
wortels 1/2 == 141421, *V(2— 1/3) = 051163 en (2 + 1/3) 
— — 1,93184; 


Bij Zks=45® verg. k,8—3k, +V{(2—V2)=0; fact. 
kiHV(2HW2) en k‚?—k, V(2 + V2) H(V/2—1); wortels 
—_ VZ U2) == — 1,847758, * VI2 — W(2 + V3)] = 0,261052 
en VI2 + V(2 — 3) =1,586106 ; 


Bij Zk;=135° verg. k‚3 —3k, +V(2+HV2)=0; fact. 
k, —V(2— Vv) en k‚? +k, (22) —(V2H1I); wortels 
EVV) =0,165366, V[2—-V(2— 3) =1,217517 en 
—_V[2 (23) == — 1,982883 ; 

Bij Z ks =615° verg. k‚® —3k,+ V12 — V(2 — V2)|=0; 
fact. k, —V12—V(2 42) enk? HK, VIR —WV(22)] 
—_[V(2 AV) 1; wortels 1 [2 —V{(2 +12] = 039018, 


en —5V [22 + WV2)] + AV B[2 HV(2 FH V2)|=resp. 
1,50368 en — 1,89386 ; 


Bij Zk;=1124° verg. k,S—3k, + V[2 4 V(2-V2)|=0; 
fact. k‚ 4 VI2AV (22) en k‚? —k, V[2 4 V(22)] 
F2 WV2)— 1]; wortels — [2 V(2 +V/2)] == —1,9618 
en SV [24242] #4 VUV B[2 — VRH V2)| = resp. 
1,318806 en * 0,642994 ; | 


Bij k;=36° verg. k,3 —3k, +4(ID —1)=0; factoren 
k, —3(W5H1) en k‚? +Ek, UD 41) —t(6— 2/5); wor- 
tels 5 (15 +1) =1,61803 en — 1 (1/DH1) * + 4 V/3(10—21/5D) 
== resp. * 0,20905 en — 1,82708; 


Bij / k; =144° verg. k,® — Bk, 4 4 V(10 +4 25) =0; fact. 
k‚—#(10—2’5) en k‚* Ek, V(10—2V5D) — (UB H-1); 
wortels 51{(10—2 15) = 1,17557 en —4 (10 - WD) 
tE (LD HIS ==resp. * 0,813465 en — 1.989035 ; 
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Bij £k;—=12° verg. k‚S —3k, + bu (10 — 2 5)=0; fact. 
ke, dSv(10 + 2E) en k‚? — Ek, v(10 +25) +4 (vb 1); 
wortels — st (10425) = —1,90211 en J1/(10 +25) 
sttlr5—-l)rv3=resp. 1,48627 en *0,41585; 


Bij Zk;=108° verg. k,3 —3k, +l(v5J-1)=0; fact. 
k,—t(vb—-lenk,? +k, w5—1) —4(6 +25); wortels 
El(vD—-1) == 0,61803 en —i(vb—l)4t(r3(10 + 2/5) 
=— resp. 1,33818 en — 1,95621 ; 


Bij /k;=—=54° verg. k,S—3k, + [2 —trv(10-25)|=0; 
fact. k,—v [2 —!v(104-2r5) enk, 2 +kv[2— Ar (1042 5)| 
— [24 (10420 5)]; wortels * rv [2— Ir (10-21 5)| = 0,31287 
en —trv[2—4v(10 +25) + Er 3[2 + Erv(10 + 25)|= 
resp. 1,55431 en — 1,86718 ; 


Bij /k; =126° verg. k,S—3k, 4 v [2 + Fr (10-25) =0; 
fact. k‚ rv [24 Sv (1042 5)|en kr? —kir [2H- Sv (1042 53] 
Al 2Hrv(10 +275); wortels —v [2 + Ev (10 +25) 
=—1,9753en Ir [24 Lr (104-2/5)] „+ Ar [2 Ar (104-25)] 
— resp. 1,2586 en *0,7167 ; 


Bij k; = 18° verg. k,*— kk, + v [2 —5rv(10 + 2 5)] =D; 
fact. kv [24 Sr (102 5)len k,2—k, VV (244 v (10-215)! 
dif rv (10 —2 5); wortels — rv [2 + Sv (102 5)|= 
— 1,78201 en 41 [24 Sr (102 5)] „ + Fr [6 (10—215)| 
=—= resp. 1,61735 en *0,10468 ; 


Bij / k,; —=162° verg kh? — 3k, + v [2 tr (1042175) = 0; 
fact. kj_—v[2—$v(10—2r5)len k,° +4 kirv{2— Sv (102 5)| 
— HZ rv (10—2-5)]; wortels Fr [2 — Ir (10-20 5)| —= 0,90798 
en — dr [2 — sr (10 —2D)] + rv 16 + 1E (10—2r 5) = 
resp. 1,08927 en — 1,99725; 


Bij / k;—=81° verg. k,3—3k, + rv I2— 4u [2 bv (104-205) 
—0; fact. k, —r 2 —r[24tr(10—2 5) en k‚? +k, 
vi2-rvi2—r [2 Ar (10-205) — Nr [2 dr (1020 5); 
wortels fr {2 — rv [2 + iv (102 hj]! = 0,46685 en — tv i2— 
v[2tr(10—2-5) 4 416430 [2 4 40 (10—2 5) — resp. 
1,450775 en — 1,917625; 


Bij Z ks, = 99° verg.ki® 3, Hr [24 A [2— 4 (10-20 5) 
— 0; fact. Kk, dr 12 Hr [2 + tr (10 —2 5) en k‚—k, 
Wi2dr Or [24 Sr (10-25) [2 Sr (102 5); 
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wortels —v 2 + v [2 + $rv(10—25)} = —1,9447 en 
BLOI2H 2 be (10— 2-5) + 416-312 F0 (10-251 
— resp. 1,37665 en *0,56805 ; $ 


Bij /k3=0° verg. k,3—3k,=0; fact. k, en k‚* —3; 
wortels *0 en +-v3 —= resp. 1,132 en — 1,132; 


Bij Zk,=—=1809 verg. k,3 —3k, +2 =0; facte lr isen 
k,2 +k, —2; wortels *1l en — {+14 =resp. l en —à 


Bij beschouwing der verschillende stellen wortels treft 
het al dadelijk, dat de som van den kleinsten en middel- 
sten gelijk is aan den grootsten, met het omgekeerde 
teeken; dit moest ook wel zoo uitkomen, daar de som van 
alle drie gelijk is aan nul, welke nul immers beschouwd 
kan worden als de coëfficiënt van den in den drieterm 
ontbrekenden tweedemachtsvorm van Kk, 

Er is meer op te merken, en te dien einde bezien we 
onderstaande figuur; daarin stelt BC de koorde k; voor, 


behoorende bij den middelpuntshoek BMC, zijnde een wille- 
keurigen hoek #,; BD =CE is gelijk aan de koorde BG 
of k,, behoorende bij Z BMG =/k, (immers A BGD is 
gelijkbeenig); het middenstuk DE =k; — 2. 


Als /k; toeneemt van 0° tot 180%, /k, dus van 0° tot: 


60°, dan is k; toegenomen van 0 tot 2, en k,, de kleinste 
der drie wortels, van 0 tot 1; de toeneming geschiedt met 
verminderende snelheid, kan dus degressief genoemd wor- 
den; de grootste wortel k, is degressief toegenomen van 
rv tot 2, de middelste wortel progressief afgenomen van 
r3tot 1, 

Bij 0° is het middenstuk DE = ks —2k, =0; bij Z k; == 18° 
(Lk‚=6®) is k;==0,31287, het middenstuk DE — 0,10351; 
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bij ks 36° is k, —0,61803, het middenstuk DE = 0,19993 ; 
bij £k,—=180° is k,=2 en DE=0. Als r=1 constant 
blijft, heeft het middenstuk DE zijn grootste waarde ge- 
kregen, nl. nagenoeg 0,3849 bij Zk;==100}°® of (slechts 
benadering, met behulp van logarithmen, is mogelijk) zeer 
weinig hiervan verschillende; de toeneming was degressief, 
de afneming tot O0, men ziet het vaker bij achteruitgang 
van zaken, progressief. 

Wij laten, om dit gemakkelijker in het oog te doen 
vallen, een lijstje volgen, gevende met betrekking tot ge- 
melde hoeken 0’, 18° enz. en 180°, telkens in decimale 
benaderingscijfers de koorde k,, het drietal wortels k, en 
het middenstuk DE; volledigheidshalve lasschen we er 
tusschen in dezelfde grootheden met betrekking tot 
ee 10, 30%, 609% 75°, 1059, 120% 150° en 165% onder 
opmerking, dat in de laatste acht gevallen het vinden dezer 
grootheden uitsluitend langs logarithmischen weg kan ge- 
schieden. De vermelding was echter wenschelijk om meer 


waarnemingen te kunnen doen omtrent een m.i. wel 
opmerkelijk verschijnsel. 
wortels k, middenstuk 
hoekk, koordek, kleinste middelste Bant DE 
Oo 0 0 1,13205 (—) 1,13205 0 
KD 0,26106 _0,08724 1,6868 (—) 1,77404 0,08658 
18° 0,31287 _0,10468 1,67733 (—)1,78201 0,10551 
50° 0,5176 0,17431 1,688245 (—) 1,812555 0,16898 
56° 0,61803 _0,20905 1,61803 (—) 1,82708 0,19995 
459 0,16536 0,261052 1,586706 (—) 1,8471158 0,2452 
540 0,90798 _0,31287 1,55431 (—) 1,86718 0,28224 
609 Ì 0,3473 1,53525 (—) 1,88255 0,5054 
6710 111114 0,39018 1,50368 (—)1,89586 0,53078 
(2e 5iT55i == 0,41583 1,48628 (—) 1,90211 0,34391 
15e 12175 0,45288 1,47456 (—) 1,90744 0,3517 
81° 12988 _0,46685 1,450715 (—) 1,917625 0,3651 
90° 1,41421 0,51765 141421 (—) 1,95184 0,3789 
Ree 1,5208 0,56805 1,87665 (—) 1,9447 0,5847 
105° 1,5867 0,6014 13511 (—) 1,9525 0,5839 
108° 1,61805 0,61803 1,33818 (—) 1,95621 0,38197 
11240 166293 0,642994 1,318806 (—) 1,9618 0,37694 
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wortels k, middenstuk 
hoek k; koordek; kleinste middelste grootste DE 


1209 1,73205 _0,6841 1,2855 (—) 1,969 _0,56385 
126° 1,78201 0,71673 1,25863 (—) 1,97536 0,34855 
135° 1847758 0,765366 1,217517 (—) 1,982883 0,317026 
1449 1,90211 0813465 1,17551 (—)1,989035 0,27518 
1500 1,93184 0,84524 11471 (—)1,9923 _0,24136 
1620 1,97536 _0,90798 1,08927 (—) 1,99725 0,154 
165° 1,9829 > 09235 1,07455 -(—)1,99805 0,1359 
1809 2 l 1 (—) 2 0 

Waarin bestaat nu dit m.i. opmerkelijk verschijnsel ? 

Als men de lijn BM doortrekt nanr A aan den cirkel- 
omtrek, dan zullen, te beginnen bij Zk; —=15°, en verder 
in de volgorde van hovenstaand lijstje, de middelste wor- 
tels worden voorgesteld door lijnen, die, uit B getrokken, 
met de middellijn BMA hoeken vormen resp. van 324", 33°, 
95°, 36°, 3110, 390, 40°, 4119420, 4210, 4310 ADO AD Ees 
489, 4839509, 519, 5210540, 550, DTL DIAL EN LORE 
bij Zk;==180°, terwijl de grootste wortels voorgesteld wor- 
den door lijnen, vormende met de middellijn hoeken resp. 
van 2749, 27°, 25%, 24° enz. en ten slotte 0) bij Zg A50 
De som der hoeken, welke de lijn van den middelsten 
wortel en die van den grootsten wortel !) met de middellijn 
maken, is constant = 60°. Bij /k;==0° vallen deze lijnen 
samen en vormen ze een hoek van 30° met de middellijn ; 
in de betrekkelijke vergelijking (bladz. 200) hebben we reeds 
gezien, dat de middelste en de grootste wortel (afgezien 
van het tegenovergestelde teeken +-en —) aan elkander 
gelijk zijn; in de tot k, =180° betrekkelijke vergelijking 
hebben we gezien, dat de kleinste en de middelste wortel 
gelijk aan elkander zijn; in de figuur valt alsdan de lijn 
m. w. samen met de zijde van den regelmatigen zeshoek, 
welke met de middellijn een hoek van 60’ vormt, ter wijl 
de lijn g. w. met de middellijn samenvalt. 

En wat al de andere gevallen betreft, steeds stellen de 
lijnen, ter lengte van de middelste en grootste wortels, 
cosinussen voor met de middellijn BMA =?r als eenheid ; 
de hoek blijft dezelfde als men r als eenheid en de helft 
van den wortel als cosinus neemt. 

1) Kortheidshalve van nu af te noemen: lijn m. w‚ en lijn g. w‚ 
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Men zal, met behulp van logarithmen, dan de boven 
aangegeven hoeken vinden; ten aanzien van de hoeken 
0 00, 152 105°,-120°, 150° en.165?-kan.het niet 
zonder die -hulp; ten aanzien van al de andere gemelde 
hoeken kan het daar zonder wel, en dit is, hoewel in de 
praktijk moeilijker, toch mathematisch meer zuiver en be- 
vredigend. Bv. de cosinus van / 33° is als zuivere wortel- 
grootheid te vinden, evenals die van 21°; resp. zijn het 
dezelfde grootheden als de helft van den middelsten en 
grootsten wortel betrekkelijk tot / k; —=18°. Kent men die 
wortels, dan kent men dus cos. 33° en 27°, of wel sinus 51° 
en 63°; het dubbele daarvan is de koorde van den middel- 
puntshoek resp. 114°® en 126° ; men zou aldus kunnen voort- 
gaan; in het gegeven lijstje is reeds meermalen op te 
merken, hoe eene koorde k, gelijk is aan een middelsten 
of grootsten wortel k, betrekkelijk tot een anderen hoek k. 

Het is wel treffend, dat de toeneming van den hoek, 
behoorende bij den middelsten wortel, van 30° tot 60°, de 
afneming van den hoek, behoorende bij den grootsten wor- 
tel, van 30° tot 0°, volkomen gelijkmatig geschiedt; als 
Zks 6° grooter wordt, dan wordt de hoek, gevormd door 
de lijn m. w. met de middellijn, 1° grooter, die van de lijn 
g.w. met de middellijn 1° kleiner, en zoo naar evenredig- 
heid. Toch schijnt afdoend bewijs te ontbreken; althans — 
dat dezelfde gelijkmatigheid in de verschillen zich ook 
voordoet bij de hoeken, gevormd door lijnen k,w. en mid- 
dellijn, en hier het bewijs voor de hand ligt — is ten bewijze 
van het andere nog niet genoeg. 

Wij willen nu, voortbouwende op dit resultaat van waar- 
neming, nagaan, waar die uit B getrokken lijnen m. w. en 
g. w. den cirkelomtrek snijden. 

Zoo vaak we te doen hebben met een hoek k;, waarvan 
de koorde k; een geheel aantal malen op den cirkelomtrek 
kan worden afgepast, de zijde dus is van een regelmatigen 
veelhoek in engeren zin !), zoo vaak zal de lijn m. w. en 


1) In tegenstelling met een veelhoek in ruimeren zin of zoo- 
genaamden sterveelhoek; verg. Siersma t.a.p. Terwijl b.v. de 


koorde van / 18° op den eirkelomtrek 20 maal kan worden afgepast 


en na 1 rondgang in het uitgangspunt B terugkomt, zal de 
koorde van / 54° daartoe 3, de koorde van 162° 9 rondgangen 
noodig hebben. 
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evenzoo de lijn g. w. een geheel aantal bogen of koorden 
k, onderspannen, derhalve een diagonaal zijn van den ver- 
drievoudigden veelhoek met k, als zijde. Dit is wel te 
bewijzen, en in het algemeen is te bepalen, hoeveel bogen 
of koorden k, door die lijnen m. w. en g. w. worden onder- 
spannen. | 

Immers, in het algemeen Z k;=n°® genomen, maakt de 
lijn m.w. BI met de middellijn een hoexg van (30 + } 7)°, 
de lijn g.w. BK een hoek van (30 — tn)’. De hoek IMA 
is dus (60+ 4n)°, de hoek KMA (60—}4n)’; ZBMI= 
(120 — 1 n)°, ZBMK =(120° + tn)’ ; daar n° een geheel aan- 
tal malen deelbaar is op 360°, is / k,=—=4n® een geheel 
aantal malen deelbaar op 120°, derhalve ook op (120 + 4 n)°. 
Zoo vaak n gaat op 360, zoo vaak gaat 4n op 120, waaruit 
onmiddellijk volgt, dat de lijnen g.w. en m.w. een aantal 
bogen of koorden k, onderspannen, gelijk aan het, den 
regelmatigen veelhoek met /k; als middelpuntshoek, aan- 
duidende cijfer +1. De grootste hoek k,, waarbij zulks 
zich nog voordoet (behoudens hetgeen beneden nog omtrent 
den hoek van 180° wordt opgemerkt), is 120°; dan onder- 
spannen de lijnen g.w. en m. w. resp. 4 en 2 bogen of 
koorden k,, d. w.z. 4 en 2 zijden van den verdrievoudigden 
regelmatigen of gelijkzijdigen driehoek, d. í. van den regel- 
matigen negenhoek. 

Als wij daarentegen te doen hebben met een hoek k,, 
waarvan de koorde k, niet een geheel aantal malen op den 
cirkelomtrek kan worden- afgepast, dan zal het anders zijn ; 
noch de uit B getrokken lijn g. w., noch de lijn m. w. zal 
uitkomen in een hoekpunt van den sterveelhoek ; bij deeling 
van Sn op 120 + tn blijkt dit terstond. Gesteld b.v. Z k; = 54°, 
welk cijfer 6% maal gaat op 360, dan zou het aantal door 
de lijnen m.w. en g.w. onderspannen bogen k, zijn = 
63 +1, d.w.z. geen van die beide lijnen zou uitkomen in 
een hoekpunt van den verdrievoudigden 6?%-hoek, van den 
regelmatigen twintighoek. Gesteld / k, =135°, welk cijfer 


22 maal gaat op 360, dan zou dit aantal bogen k, zijn = 


22 +1, en geen der beide lijnen zou door een der hoek- 
punten van den regelmatigen achthoek gaan. 

Een op zich zelf staand geval biedt / k;==180° ; bij af- 
passing der koorde k, op den omtrek krijgt men noch den 
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gewonen veelhoek, noch den sterveelhoek, maar alleen de 
heen- en teruggaande middellijn, welke in dien zin een 
geheel aantal malen, nl. tweemaal op den omtrek kan 
worden afgepast; overeenkomstig de deeling $n op 120 + in 
onderspant de lijn g. w., dezelfde als de middellijn of koorde 
k,, drie bogen &, en de lijn m. w., samenvallende met de 
zijde van den regelmatigen zeshoek, één boog 4%, 

De lijnen m.w. en g.w. liggen beide tusschen de koorde 
k, en de middellijn BMA, als / 4, kleiner is dan 90°; als 
Lk3 =90° is, valt de lijn m. w. samen met de koorde 4, 
en als /%; grooter is dan 90°, valt zij aan den van de 
middellijn afgekeerden kant van de koorde #,. 

De rijen der wortels beschouwende, wordt men getroffen 
door de verschijnselen, dat de som der tweede machten 
van eenigen bij Z/#, behoorenden middelsten wortel, en 
dien van den supplementshoek #; altijd =4 is, en dat de 
som der tweede machten van den grootsten en den kleinsten 
wortel, behoorende bij denzelfden hoek %;,, zich beweegt 
BRR kr 0, totDebijd: #3 — 1800 s bij L£k;—=900, is 
de som juist het middencijfer 4 en gelijk aan tweemaal de 
tweede macht van den middelsten wortel. Dat de som der 
tweede machten van den grootsten en den kleinsten wortel 
bij Z#;=90° juist =4 is, is overeenkomstig den regel, 
dat de som der tweede machten van de uiterste wortels, 
behoorende resp. bij een /#, en zijn supplement, steeds 
za IS. 

Nog zij er op gewezen, dat, als men het middelpunt M 
verbindt met de uiteinden der lijnen van den kleinsten, 
middelsten en grootsten wortel, hoeken gevormd worden, 
bij £k;=—=0° resp. —=0°, 120° en 120°, te zamen 240°;: 
Ren — DOL rresp. == 309; 90°, en 1509, tezamen 2109; 
BijpsZ A, — 1809 resp —60°,.609: en .180°, te zamen 3009. 
En men zal zien, dat deze toeneming weer gelijkmatig 
gaat; zij is 1° als / 4, 3° toeneemt, en zoo naar evenredig- 
heid; in het algemeen is, blijkens het voorafgaande, de som 
der hoeken — n° (120—5n)° +(120 +4 $n)®, dus — (2404 5n)°, 
waarmede het verschijnsel voldoende is verklaard. 


Wij hebben tot dusver onze aandacht bepaald bij £ 4; 
als niet-inspringenden hoek. Toch gelden de op bladz. 195 
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vermelde vergelijkingen van den derden, vijfden en zeven- 
den graad evengoed als / k, zoo groot is, dat de hoeken 
ks, k; en k; inspringend zijn geworden; uit de figuur blijkt 
het duidelijk genoeg. 

Bijzondere gevallen zijn: /k, —= 90°, dan is koorde 
k;=k,=v?2 en vierhoek ABCE een vierkant; Z k, — 60°, 
dan is k,=k,=l en zeshoek ABCEGH een regelmatige 
zeshoek; bij Zk,=45°® is k,=k;, =v{(2—v?2) en krijgt 
men den regelmatigen achthoek. De deelingen : van k,— 1? 
op k‚° —3k, +v2, van k,—1l op k; —5ks 4+5k, —1, en 
van kv (2—1v2) op Kk, '— Tk, + 14, 3e Hv (2-12), 
zullen alle opgaan, met dien verstande, dat het bij de laatste 
deeling verkregen quotiënt: k,°+k,?r(2—v 2) —k, (5412) 
— kr (34— Tw 2) +k, P[14— (82 480 2)] + ke, [14r (22) 
— (260 — 1781 2)] — [r(876 — 61612) + 1412 — 21) tot laat- 
sten term eene grootheid heeft zuiver gelijk aan — 1, eene 
identiteit van denzelfden aard als de drie op bladz. 19% ver- 
melde. Doch hier laat zich niet moeilijk een eenvoudiger 
quotiënt vinden, door de deeling aan den anderen kant 
te beginnen, m.a. w. —v(2—v2) Jk, te deelen op 
v(2—rv2) Tk, +14, — Tk? +k,’ ; men krijgt dan: 
ke + krv@—rv2) — kit (5 Ar2) — krt?) + 
Sk, (2 Hv 2) +k, (24-12) (2 12) 1. 

Een wel bevallig quotiënt krijgt men, als /k, = 60° en 
dus / k,=420° is; koorde k,, die bij Zk, =360° nul zou 
zijn, is nu *) van negatieve waarde geworden en wel = —k, ; 
het deeltal is dus 4,7 — 74,? 4 144,3 — Tk, — 1, en het bij 
deeling door &,—1l verkregen quotiënt 4,6 + 4,° —6%,* 
— 6k, 3} 8k,? 4-84, 4-1. Dit quotiënt —=0 stellende, vindt 
men bij benadering als wortels der vergelijking (—) 0,14946, 


(—)0,73068, (+) 1,4661, (—) 1,65248, (—) 1,91114 en (+4) 1,97766, _ 


aanduidende de bij middelpuntshoeken 84°, 4289, 9420, 11130, 
1452® en 1628° resp. behoorende koorden; de zevende 
wortel, aanduidende koorde / 60°, is = (+) 1. 

Bij Zk;=—=450°, d.i. (360 + 90)°, vindt men, lettende op 


1) Men kan den hoek al grooter nemen; bij / 540° wordt 
koorde „== — 2, boven 540° wordt 4, kleiner negatief, bij 720° 
weer — 0, vervolgens weer positief, bij 8400 b.v. =J1v 3. De 
laatste term van het deeltal wordt dan (+) 1/3, de deeler 4, —1/8 
en, zooals te verwachten was, de deeling gaat op. 
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het negatief geworden zijn van koorde %;, door deeling 
van XA, —rv2 op #,° — bk, HDA, Hr 2 als quotiënt 
kit d-k3r2—3kt— kv 21; dit quotiënt = 0 stellende, 
vindt men voor de vier andere wortels nauwkeurig, zonder 
benadering: (—)1r [2 — Sv (1042 5), (—J)1v [2 — Iv (102 5)), 
GH) [2 Har {(l0— 25) en (—) [2 + Fr (10425); zij 
duiden aan (verg. het lijstje op bladz. 199) de koorden der 
bogen 18°, 54°, 126" en 162°; de wortel (+)r”2 duidt aan 
de koorde van boog 90°. Tot deze bogen of hoeken van 
18°, 54°, 90°, 126% en 162° komt men ook met de vijf wortels 
k, bij Z#;=90°; het is dan echter een ander cijfer, dat 
de koorde van het vijfde deel van / #, aanduidt, terwijl de 
overeenkomstige wortels een onderling tegenovergesteld 
teeken (+ of —) hebben; de algebraïsche som der wortels 
is en blijft nul. 

Soortgelijk verschijnsel doet zich voor bij beschouwing 
der 7 wortels %,, behoorende bij / 4, == 60° en / &, =420°, 
d.i. (360 + 60)° ; der 3 wortels 4,, behoorende bij / 4; —= 180° 
en £ ks =540°, d.i (360 + 180)°. 


Fen eigenschap der rekenkunde, 


DOOR 
A. L. BARTELDS (Rotterdam). 


Stelling. Het aantal wijzen, waarop een getal geschreven 
kan worden als het verschil van twee geheele kwadraten, 
is 2X zoo groot als het verschil, dat er bestaat tusschen 
het aantal even en het aantal oneven deelers van dat getal. 

Bewijs. Uit elk product van twee kwadraten leidt men 
af het product van twee getallen en omgekeerd leidt men 
uit elk product van twee getallen het verschil van twee 
kwadraten af. Zooveel maal dus een getal g als een pro- 
duct van twee getallen geschreven kan worden, zooveel 
maal kan het ook geschreven worden als het verschil van 
twee kwadraten. Wanneer g geen factor 2 bevat, zullen 
deze kwadraten alle geheel zijn; heeft g één factor 2, dan 
zijn de kwadraten alle gebroken, heeft g meer dan één 
factor 2, dan zijn de kwadraten deels geheel deels gebroken. 
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Wanneer g=al Xb! xe XxX... ‚ waarin “a Oe 
ondeelbare getallen, grooter dan 2, zijn, heeft g een aantal 
(pd l(q+D(r-1) X.... deelers, die alle oneven zijn. 
Nu zijn er twee gevallen te onderscheiden, nl. 

À. p,q,r,-.. zijn niet alle even en B. p, q, 1, zijn alle even. 

A. (p+i)(q +1)(r +1) x...is even en alle deelers kun- 
nen zoodanig twee aan twee bijeengenomen worden, dat 
het product telkens gelijk aan g is. Het aantal dezer pro- 
ducten of, wat hetzelfde is, het aantal verschillen van twee 
geheele kwadraten is dus 


PED HD (rH)X… A 
) Bee 


B. Zijn p, q, ”‚,-... alle even, dan is het aantal deelers, 
nl. (p + D(q+ID(r +1) X..., oneven. Men kan dan. de 
deelers op 1 na zoodanig twee aan twee bijeennemen, dat 
het product telkens gelijk aan g is, en er blijft één deeler, 
nl. Vg over. 

Het aantal producten of wel het aantal verschillen van 
twee geheele kwadraten is dus 


EE DD ER arn 


Wanneer een getal g gelijk is aan 07 Cat bn 
is (a, b, ce... zijn de ondeelbare factoren, grooter dan 2) 
en men maakt de bekende tafel der deelers op, dan heeft 
men 2-1 vertikale rijen. In de le vertikale rij staan alleen 
oneven deelers, in alle andere vertikale rijen alleen even 
deelers. 


Bij elk getal in de le vertikale rij vindt men een getal 


in de laatste vertikale rij, zoodanig dat het product der 
beide getallen g is. Evenzoo in de 2e en de voorlaatste rij, 
in de 3e en op 2 na de laatste rij, enz. 

De getallen in de le vertikale rij zijn alle oneven, die 
in de laatste alle even; de producten, ontstaan uit de ge- 
tallen van deze twee rijen, leveren dus geen verschillen 
van geheele kwadraten op. Er blijven nog n—l rijen elk 
van (p+1)(q+1)(r 41)... getallen over, samen dus 
(n—lD)(pl(q +1) (r +1)... deelers of zooveel deelers als 
het verschil bedraagt tusschen het aantal even en het aantal 
oneven deelers van g. Noem dit aantal v. 
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Weer zijn twee gevallen te onderscheiden, nl. 
As NP, QT... zijn niet alle even en 
B. n‚eD.q, re. Zijn alle even. 


Á. wv is even; het aantal wijzen, waarop g geschreven 
kan worden als het verschil van twee geheele kwadraten 


js dus iv . . OE ee TLT) 


B. v is oneven; hef antal en ron g geschreven 
kan worden als het verschil van twee geheele kwadraten, 
is dus wv —l) . ... tn (IV) 

at —b?=(—a) —b? Da (ta) 0): 

Elk verschil van twee kwadraten kan dus omgezet 
worden in een groep van 4 van zoodanige verschillen ; het 
boven gevonden aantal (1) wordt dus 


Deir IO tak) (rat 1) Heten —=w; 
BD wordt 2 (pH 1) (gd Dr HI) X e= dw — 2; 
(LI) „ 4X4v rik en 
B 4 HOI) —=W—2. 


Beschouwt men (L/g)? —0? en (—l/g)? —0? ook als ver- 
schillen van twee kwadraten, dan worden de aantallen 
verschillen, boven aangegeven als 2 — 2, ook 2u. 

De stelling is hiermede voor alle gevallen bewezen. 


Ken nieuw bewijs van het theorema van Pythagoras. 


Zij ABC een willekeurige, rechthoekige driehoek, 
waarvan AB, BC en AC de zijden a, b en c zijn en ZB 
de rechte hoek is. 


Wiskundig Tijdschrift, 13e Jaargang. 14 
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Beschrijven wij in dezen driehoek den ingeschreven cir- 
kel, waarvan M het middelpunt is en waardoor de zijden 
van den driehoek raaklijnen van den cirkel worden, dan 
zijn D, E en F de raakpunten, DM, EM en FM de stralen. 


Dan is: ADAPT 
DES bin 
EGG, 
dan is: dps 
b=rtg, 
C=P HG. 


Verdubbelen wij dezen driehoek tot een parallelogram 
ABCH, waarvan AB de groote, BC de kleine zijden zijn 
en AC de diagonaal is, en verlengen we ME tot Il, en DM 
tot K, dan is: 

p(AD)= en evenwijdig aan IM en HK, 


DOC en jn „ MK en [H, 
DB ME … *CK 
r(Br)= » » » DM ®? Ar: 


L en G zijn de snijpunten op AC. 

Nu is A AIL == A MLF, want AI = FM, de hoeken in L 
zijn overstaand gelijk, de hoeken in Tl en FK zijn 90°. 

Evenzoo is à CKG == A FMG, want FM =CK, de hoeken 
in G zijn overstaand gelijk, de hoeken in F en K zijn 90°. 

Tengevolge van de gelijkheid dezer driehoeken is recht- 
hoek IMKH = A ACH, en daar \ ACH == A ABC =de helft 
van rechthoek ABCH, is rechthoek IMK H == de overblijvende 
veelhoek ABCKMI. 

ABCKMI bestaat uit den rechthoek ADMI, het vierkant 
DBEM en den rechthoek ECKM. 


Derhalve: 
IMKH-=ADMI[ + DBEM + ECKM 
of PX = PIT ETE 1 e 
2pq == 2pre Jr Ars ted 2qr f 
p° + q ZE ns + qa 
EAT 8 ETOS T ENTREES cd 
p? + 2pq +q? =p? +2pr dr? Hr? H2gr dq? 
of (pla (EO 
of CES 02 HI 
Amsterdam. W. 5. STÜVEN en J. C. STÜVEN. 


dt Pad, mj eG et ni 
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De heeren S. zonden ook de afbeelding van 4 plankjes 
a, b, c‚, d, waarmede het theorema kan worden aangetoond. 


De rechte van Euler en de negenpuntscirkel. 


De eigenschappen van de rechte van Euler en van den 
negenpuntscirkel kunnen met de theorie van vermenig- 
vuldiging van figuren op de volgende wijze gemakkelijk 
worden afgeleid. Misschien is de afleiding niet nieuw, maar 
in de meeste leerboeken worden ze gescheiden behandeld. 

Verbind in een driehoek ABC de middens G, H, 1 der 


zijden BO, CA, AB. De zijden van A GHI zijn evenwijdig 
in tegengestelden zin aan die van A ABC en half zoo groot. 
Er bestaat dus een inwendig gelijkvormigheidspunt, lig- 
gende op iedere lijn, die twee overeenkomstige punten 
verbindt. De drie zwaartelijnen in ‚\ ABC: AG, BH en CI 
gaan dus door één punt Z; daar de gelijkvormigheidsfactor 
=_t,is ZG =tAZ; ZH=5B4; ZI =}CZ. 

Door deze vermenigvuldiging gaan de hoogtelijnen over 
in de middelloodlijnen ; immers, de lijn, ‘die met AD cor- 
respondeert, krijgen we door uit G een lijn // AD in tegen- 
gestelde richting te trekken. Daar de middelloodlijnen 


212 


elkander in één punt (M) snijden, snijden ook de hoogte- 
lijnen elkander in één punt (H). H ontstaat uit M door 
vermenigvuldiging met — 4, zoodat HZM recht is en 
ZM=42ZH. Bovendien zal AH=2GM; BH=2HM en 
CH =2IM. | 

M is het middelpunt van den omgeschreven cirkel van 
A ABC en gaat dus door de beschouwde vermenigvuldiging 
over in een punt N, het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel van AGHI. N ligt dus op de rechte van Euler 
HZM en wel zoo, dat ZM =2ZN. De afstanden HN, NZ en 
ZM verhouden zich dus als 3:1:2; dus HN = NM. 

Hieruit volgt onmiddellijk : 

NE=NH, NEE NE en :NG NDE 
Daar echter NH = NI == NG, zal 
NE=NG=ENH=ND == NEN 

Bovendien volgt uit HN == NM, dat de lijn GN doorge- 
trokken, en met zichzelf verlengd, in het midden van AH 
terechtkomt. 

Daarmee is het bestaan van den negenpuntscirkel be- 
wezen. 


Dat de omgeschreven cirkel van A GHI door de mid- 
dens van AH, BH en CH gaat, kan ook uit het volgende 
blijken: | 

H, N, Z en M liggen harmonisch. Van de cirkels M 
(omgeschreven van A ABO) en N (omgeschreven van A GHI) 
is Z het inwendig gelijkvormigheidspunt. Gelijkvormig- 
heidsfactor = — 4. 

Be == Ll, dus H is het uitwendig geliĳjkvormig- 
heidspunt ; immers als twee figuren zoowel een in- als een 
uitwendig gelijkvormigheidspunt bezitten, doordat ze, zoo- 
wel in gelijken als in tegengestelden zin, doorloopen, met 
elkander correspondeeren, dan verdeelen hun gelijk vormig- 
heidspunten de lijn, die de middelpunten verbindt, har- 
monisch. 

In ons geval is de uitwendige gelijkvormigheidsfactor &, 
en dus deelt de cirkel door GHI de lijnen AH, BH en CH 
middendoor. 

Rotterdam. Dr RJ. KORTMULDER. 


Ed 
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Wiskunde-Onderwijs, 


In den laatsten tijd is er veel gesproken en geschreven 
over vereenvoudiging van het onderwijs in wiskunde aan 
de hoogere burgerscholen. In het Weekblad voor gymna- 
siaal en middelbaar onderwijs verschenen daarover een 
aantal verhandelingen. 

De redactie van het Wiskundig Tijdschrift zou gaarne 
de verschillende opvattingen in dit tijdschrift besproken 
zien, om daardoor zoo mogelijk te komen tot een uitkomst, 
waarmede het meerendeel der wiskunde-leeraren zich kan 
vereenigen. Daartoe zal de December-aflevering van het 
W. T. beschikbaar worden gesteld. 

De redactie zal gaarne — liefst vóór 1 September — 
kleine of groote verhandelingen, mededeelingen, opmer- 
kingen, enz. ontvangen betreffende het onderwijs in wis- 
kunde en werktuigkunde, eventueel ook natuurkunde en 
cosmographie, — op ervaring gegrond. 

Opmerkingen van enkele regels zullen even welkom zijn 
als uitvoerige verhandelingen. 

Zij hoopt, dat niemand zich zal laten weerhouden zijn 
meening te kennen te geven omtrent de verschillende 
stroomingen. 

Door geen bepaalde vakken aan te geven, hoopt zij over 
het geheele gebied der lagere wiskunde mededeelingen te 
ontvangen, welke gegroepeerd kunnen worden, en daarna 
zoo noodig in volgende afleveringen van het W.T. groeps- 
gewijze nader kunnen worden besproken. 

Bij eventueele discussies zal de redactie zich houden aan 
de mededeeling in de voorrede van den eersten jaargang 
van het W. T., dat aanvallen op personen niet kunnen 
worden toegelaten. 

Enkele onderwerpen mogen worden genoemd: 

1. De rekenkunde in haar geheel; herleiding van 
vormen; ingekleede vraagstukken; G.G.D. en K.G.V.; 
worteltrekken ; evenredigheden; evenredige grootheden ; 
gezelschapsregel; kettingregel; permutaties en combina- 
ties; reeksen van hoogere orde; handelsrekenen. 
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2, De algebra in haar geheel; ontbinding in factoren ; 
merkwaardige producten en quotiënten ; breuken ; wortel- 
vormen; vergelijkingen ; 

logarithmen ; exponentiëele en logarithmische vergelij- 
kingen ; reeksen ; intrestrekening ; j 

graphische voorstellingen. 

3. De meetkunde in haar geheel ; axioma's ; congruentie, 
gelijkvormigheid; projectiestelling; stelling van Stewart; 
constructies ; regelmatige veelhoeken ; machtlijnen ; inver- 
sie; het probleem van Apollonius; meetkundige plaatsen ; 
indirecte bewijzen. 

4. De stereometrie; beginnen met lichamen of met stan- 
den van lijnen of vlakken; drievlakshoeken ; stelling van 
Cavalieri; prismatoïde; regelmatige veelvlakken; bol; 
aard van vraagstukken. 

5. De goniometrie en trigonometrie; identiteiten; ver- 
gelijkingen ; beginnen in de 3e of in de 4e klasse. 

6. De beschrijvende meetkunde; beginnen met lichamen 
of met lijnen en vlakken; beginnen in de 4e of in de 5e 
klasse ; gelijk opgaan met de stereometrie of niet; meet- 
kundige plaatsen; gebruik van kegel en cilinder, | 


1. De wiskunde in elke klasse in de hand van eenzelfden 


leeraar, eventueel met lijnteekenen of verdeeld. 

8. De werktuigkunde in haar geheel ; kogelbaan ; zwaar- 
tepunt; evenwicht van lichamen ; middelpuntvliedende of 
middelpuntzoekende kracht; trillende beweging; koppels; 
krachten in de ruimte; werktuigen ; botsing. 

De inzenders behoeven zich echter niet strikt te houden 
aan de genoemde onderwerpen. Hoe meer verscheidenheid 
aan stof en inzichten, des te beter. 


boekbespreking, 


Fizika Proksimigo, verkita el ROGERO PANEBIANCO. 

Berlino, R. Friedländer kaj filo. 

Van tijd tot tijd verschijnt een klein wetenschappelijk 
werkje in het Esperanto ; een aanwijzing, dat zeer langzaam 


/ 
8 


Tp ve 
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een periode nadert, waarin men een gemeenschappelijke 
hulptaal zal gaan gebruiken. In deze: benaderingen in de 
natuurkunde, laat de schrijver uitkomen, hoe lichtvaardig 
men dikwijls omspringt met getallen, die uit proefnemingen 
verkregen zijn, en die men als volkomen zuiver beschouwt, 
terwijl ze niets anders zijn dan met meer of minder groote 
fout benaderde. Hij geeft voorbeelden, hoe mên de grootte 
van fouten in berekeningen moet schatten in verband met 
de proefnemingen, waarbij ze verkregen werden. 

Er is een los blad bijgevoegd: Toute YEsperanto sur une 
feuille, van. J. Borel, waarmede men het boekje zonder 
veel moeite kan volgen. 


Dr. A. W. L. E. VAN DER VEEN, m i, privaat docent. 
Crystallographie. (1: enkelvoudige kristalvormen). 

Drukkerij „Jacob van Campen”, 1916. 

Een beknopte tekst, maar een groot aantal duidelijke 
figuren geven een overzicht van de verschillende kristal- 
stelsels. jk 

Het boek is bedoeld als eerste aflevering van een grooter 
werk, waarvan elke aflevering afzonderlijk zal kunnen 
worden verkregen. Het boek zal niet uitsluitend over 
kristallografie handelen, maar ook over mineralogie, en 
later over petrografie. 

Een uitgebreid register maakt het den studeerenden 
gemakkelijk een of ander onderwerp na te slaan. 


J. C. CLAUDEL. Polygones réguliers et lignes brisées regu- 
lières. f 0,50. 

Zwolle, C. Fastré, 1916. 

Dit geschrift, op de schrijfmachine getypt, en uit de hand 
gecorrigeerd, geeft algebraïsche berekeningen betreffende 
regelmatige veelhoeken. De schrijver wil op zulke bere- 
keningen de aandacht vestigen van leerlingen der hoogere 
klassen van H.B.S. en gymnasium. 

Hij berekent uit de koorde van een boog, de koorden 
van den halven boog, den kwartboog, van het derde deel 
van den boog; dit laatste voert uit den aard der zaak tot 
een derdemachtsvergelijking. Bij den zevenhoek is de koorde 
van #4 omtrek —= koorde # omtrek ; daardoor vindt men een 


be 
s LA 
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vergelijking van den 3en graad voor (zijde)? van den zeven- 
hoek, die in twee vergelijkingen van den 3en graad ge- 
splitst kan worden. 

De schrijver gaat op dergelijke wijze door voor ver- 
deeling in meer deelen. 

37 vraagstukken zijn door het geschrift verspreid. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


340. Alweer Pythagoras, 


In 1821 gaf HOFFMAN te Aschaffenburg een werkje uit 
met 35 bewijzen, die hem bekend waren; een enkel van 
professor Ries te Tubingen, die de differentiaalrekening 
noodig had, was achterwege gebleven ! 

Naar de tweede uitgave bewerkte in 1834 onze bekende 
Strootman een-Nederlandsche uitgave. 

WrIPPeEr, een Rus, gaf 64 bewijzen ; een Duitsche verta- 
ling van dit werkje gaf Graap in 1880 uit (te Leipzig 
bij Barsdorf). 


Het vorige jaar verbeterde VersLUuYsS het record weder 
door een boekje met 96 bewijzen, en mocht hiervan een 
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nieuwe druk noodig zijn, dan kan de schrijver weer een 
„vermeerderde” uitgave aankondigen, want nog steeds zijn 
de liefhebbers doende. 

In 1914 gaf Hoffmann's Zeitschrift twee nieuwe bewijzen : 
het eene van GUTHEIL is in de bijgaande figuur weer- 


gegeven en heeft alweer het voordeel geen lang betoog 


te vereischen. 

Misschien vindt het bewijs nog een bijzondere belang: 
stelling als men weet, dat de ontdekker GUTHEIL, leeraar 
te Neukirchen, op 25-jarigen leeftijd aan het westelijk 
front gesneuveld is. 


Q. 
341. Een uitbreiding der stelling van Menelaus. 
Men heeft: 


A XYZ=AABC see 


of 
ARX A XYZ =abe — aa,as — bbb, — eC, Cs 
=(c‚Hb) (a, Hes) (b,‚ Has) — aja (C‚ +02) 
— bbs (a, + C2) — C,C2 (b, + 42) 
=De, + A305C3. 


A dl4 NAE C 


Voor A XYZ=0 geeft dit de stelling van Menelaus. 
Deze betrekking, die FiscHER in Z. f. math. und naturw. 
Unt. meedeelt (1915, bladz. 215), is echter al meer gevon- 
den, b.v. door LONGCHAMPS in zijne Essai sur la Géométrie 
de la Règle et de l’Equerre. 

Q. 
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342, Eigenschap van het zwaartepunt 
van een driehoek. 


Een rechte lijn, door het zwaartepunt van een driehoek 
getrokken, verdeelt twee zijden in stukken, welker ver- 
houdingen 1 tot som hebben. 

Deze eigenschap, door BEARD opgegeven in Educ. Times 
1914, Question 17683, wordt daar met behulp van tri- 
lineaire coördinaten bewezen. Elementair is ze aldus aan 
te toonen: 

Een massa 3 in het zwaartepunt Z wordt verdeeld over 
P en Q, daarna deze laatste massa’s over A en C,en over 
B en C. Men heeft dan: 


Hieruit volgt: tg 

Lettende op de teekens, geldt deze stelling voor elken 
stand van PQ. 

Q. 


Wijlen Dr. N. Quint heeft een groot aantal aanteekenin- 
gen achtergelaten, die welwillend door Mevr. de Wed. Q. 
zijn afgestaan. Zij zullen voor het W.T. worden bewerkt. 

Red. 
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Vraag en Antwoord. 


‚Antwoord op Vraag 119. - 
BEELDEN Ch red de coëfficiënten zijn in de ontwikke- 
ling van (1 +) en 
80 = CoH Cs + Co H... 
Sj =Ci + C4 HC H- 
83 =C2 HC + Cg Fee 
te bewijzen, dat s,,s, en ss òf gelijk zijn, òf 1 verschillen. 
Daar so, $,, $, klaarblijkelijk van den exponent n af- 
hangen, zullen wij ze nog een index geven, en dus schrijven : 
On n(n—l) (n 2) 
So rk Ì je 1 fi 9 Î 3 ei 
n (n—l) (n—2) (n——3) (n— 4) (n— 5) ED 
LN dd DD Jie 
n n(n—l) (n—2) (n—3 
IE NIN 


n (n—l) (n —2) (n—3) (n—d) (n—5) (n—b) 


1:9.5.4.5.6.7 ten 
a) n(nl) jn (nl) (n—2)(nd)lind) 
Ae RE 5 


LALA Am Aj 
ERVE REL en 


Wij weten, dat s,®) +4 s,@) 4 5,0) — 2%, 
Verder volgt uit bovenstaande onmiddellijk: 
Or ss td, 
Or ,@ HD, 
waaruit door aftrekking volgt: 
DO) in Cel (e-Dt. nnegn) 
Door optelling volgt uit deze 2 vergelijkingen : 
8 25, je EACS, nn COEN 
se GEDE pre leden Ge) 
„waaruit volgt: 


Ld zen gntl he ee GE) En dba (a) 
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Uit de boven gevonden vergelijking; 


s, (x) Te rs za Ain 


volgt : 
Dz ze TL 
Door aftrekking Eeen uit je le een (a) en n (6): 
ROPE GEEN Cen 
Uit (1) en (2) volgt door optelling : 
zi en Oe Et 


De betrekkingen (1), (2) en (3) gelden voor alle reëele 

waarden van », die voldoen aan de ongelijkheid : 
—l <a Hoo, 

Uit de betrekkingen (1), (2) en (3) volgt dus, dat de 
absolute waarden der verschillen der s-reeksen (behoudens 
de volgorde) dezelfde waarden behouden, waaruit dan 
verder volgt, dat deze absolute waarden der verschillen 
(behoudens de volgorde) gelijk zijn aan de absolute waar- 


den der verschillen van s,©, s, ©, s,0), of m.a. w. 


dat | SGEE 5, | En As se) | ' | PRI) ee + s,”) | 
alle Ee ED order 
| so { 0 | | $i1 s,® Ë | ae, On 


(onder \a|\ verstaan wij, ij gewoonlijk, de absolute 
waarde van a). 
Uit de boven gegeven formules volgt onmiddellijk : 


RO Oerd een, 
Dus de absolute waarden der verschillen : 
| PG OPG) ; | RES pe ; | 5, A | 


bedragen O of 1, dus s,, $,, $2 zijn gelijk, of zij ver- 
schillen 1. Q.E.D. 


Men zal bemerkt hebben, dat bij de boven gegeven 
bewijsvoering stilzwijgend verondersteld is, dat „» een 
geheel getal is 

Hieronder zal een bewijs gegeven worden, dat-geldt voor 
alle reëele waarden van x, en waaruit zal blijken, dat niet 
algemeen geldt, dat de verschillen tusschen s,, s,, $2 
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onderling O of 1 bedragen, doch dat dit slechts geldt voor 
het geval, dat „ een geheel getal is. 
Wanneer wij onder : één der complexe EE 


wortels uit de eenheid verstaan, dus e = cos 7 E Hisin 
=—_ttti3, dan is 
B CO8 TE tisins= —_ lt baud. 
Ontwikkelen wij A Je? volgens het binomium van New- 
ton, dan volgt, zooals onmiddellijk is in te zien: 
Atta Hes Pers, Pot Hes, Dea”) 
en OE je Cen) 
Anderzijds is: 
A ek ae ed 
(cos 5 +isin5)' ETOS zg +isins 5 va (II) 
Door vergelijking der imaginaire Ies van (I) en (II) 
volgt: 
Ce AID | 
de PAT ended: n2 alas) 


Met behulp der algemeen geldige formules (1), (2), (3) 
volgt nu onmiddellijk : 


sin 


Re ee 


of: Bee Ae: (2) 


me verder: s, Bae sTD == en 


of: OE s®=t Kor PT nak 


Uit de formules (1/), (2/), (3/) volgt nu, dat: 
wanneer „” geheel is en n==0 (mod3) en ook dan alleen: 


(3) 
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5, and En 
ar) À s,@) = +1 
s, (OER ls Jedek 


wanneer ” geheel is en n==l (mod3) en ook dan alleen: 
s, (1) 5 A =H 1 
Br Gli sat. = () 


rite) ld ee = His 
en eindelijk, wanneer n geheel en n=? (mod3) en ook 
dan alleen: 
ip (ape 5,” La 
0 Es Ae ee 
s,”) — 5,” = 0. 
Hiermede zijn alle gevallen voor n als geheel getal afge- 
handeld, 
Wanneer n geen geheel getal is, dan is zoowel 
ES (Le n—l) 7 
| sin > |, en 
zoowel #0 als #41/3, dus de absolute waarden der ver- 
schillen tusschen s,®%, s,®, s,%) zijn dan steeds ongelijk 
aan 0 en aan 1. | 
Uit het bovenstaande trekken wij dus de volgende con- 
clusie : 
Indien ec,, c,, C2,-.... de coëfficiënten zijn in de ont- 
wikkeling van (1 + x)! en 
80 Cot Cz HC Fee 
81 = CHC FC 
82 Ca HC5 F Cg Hos, 
dan zijn s,, s,, $, òf geliĳk, òf zij verschillen 1, echter 
alleen dan, wanneer n een geheel getal ts. 
Rotterdam. S. C. VAN VEEN. 


als | sin { ‚ als sin AE 


Vraag 120. Gevraagd de oplossing van Integraalreke- 
ning K; 1914 (na-examen). 
Hen vlakke kromme heeft tot vergelijking in poolcoördinaten 
rp =d. 
Gevraagd het oppervlak, begrepen tusschen de kromme, de 
y-as en de lijn y=a. DR. Jon. A. VREESWIJK. 


ain 


CDE VT Np 


Kr te vn 


oee eN en an a 
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Vraag 121. Gevraagd de oplossing van Integraalreke- 
ning K, 1914 (na-examen). 
Los op 
(glt EH 2 3=0 
de? : 
waarbij men voor @=0 heeft y —=0, U re 


DR. Jon. A. VREESWIJK. 


Vraag 122. Gevraagd de oplossing van Analytische Meet- 
kunde K; 1914 (na-examen). 

De top der parabool #° =az, y= 0 verplaatst zich over de 
kromme y° +a?z=0, #=0, terwijl het vlak der parabool 
IL XOZ blijft. Bepaal de vergelijking van het hierdoor voort- 
gebrachte oppervlak en de vergelijkingen van zijn asymptotische 
lijnen. DR. Jon. A. VREESWIJK. 


Vraag 125. 

Hen materieel punt A, met massa m gram, kan zich vrij 
bewegen in ’'tvlak XOY. Het wordt aangetrokken door den 
oorsprong O met een kracht u°m OA dynes, en tevens door de 
X-as met een kracht 3u? m AA’ dynes, waarin A’ de projectie is 


van A op de X-as. Bij den aanvang der beweging bevindt A 


zich in het punt (0,5) en heeft daar een aanvangssnelheid ua 
evenwijdig aan de X-as. Gevraagd de baan van A, en de punten 
der baan, waarin de snelheid O is. 

Roermond. H. B. FIJNENBERG. 


Vraag 124. 

Hen zwaar materieel punt A kan zich zonder wrijving bewegen 
door een rechte buis, terwijl deze buis met een constante hoek- 
snelheid u draait om een verticale as, welke de buis ontmoet in 
een punt O. De buis maakt met de verticaal een hoek «a. 
Bij den aanvang der beweging bevindt A zich in O, en heeft 
een absolute snelheid —=0. Gevraagd wordt voor een willekeurig 
tijdstip te bepalen de plaats van A en den druk, door de buis 
op A witgeoefend. De versnelling der zwaartekracht is g. 

H. B. FIJNENBERG. 
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Correspondentie, 


De mededeeling sub VI van den heer D. J. Kruytbosch 
(bladz 6) komt reeds in het leerboek van Molenbroek voor 
(tweede druk 1902, bladz. 273, No. 585). Dat deze stellingen 
van Pt. en St. uit elkander kunnen worden bewezen, is in 
zooverre van belang, dat op die wijze ook de stelling van 
St. met A opp eenheden kan worden bewezen. 

Tjimahi. J. L VAN WIJK. 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen.) 


T. PLUIM. Het Onderwijzersexamen IV. Mondelinge vra- 
gen over rekenkunde. 1916, f 0,65. 

G. G. VAN WAGENSVELD. Rekenboek ten dienste van 
hen, die voor de hoofdakte studeeren. 2e stukje, 1916, f 0,65. 

Dr. B. GONGGRIJP en P. WIJDENES. Beknopte arie: 
hoeksmeting. f 1,50. 

L. VAN ZANTEN en G. A. SCHOLTEN. Leerboek der 


meetkunde ten gebruike bij het onderwijs voor ambachts- _ 


lieden. lle druk, 1917, f 0,75. 
Verder een aantal herdrukken. 
Uitgever P. Noordhoff, Groningen. 


H. A. DERKSEN en G.L.N. H. DE LAIVE. Leerboek 
der vlakke meetkunde met vraagstukken. le deel, Je druk, 
1915, f 1,15, gebonden f 1,40. 

Uitgever W.L. Thieme & Co, Zutphen. 


F. J. VAES. Graphische Voorstellingen met 35 figuren en 
ruim 200 vraagstukken. Tweede, zeer vermeerderde 
druk, f 1,25. 

Uitgever P. Visser Azn., Haarlem. 
F. J. VAES. Hoofdzaken uit de beschrijvende meetkunde. 


se gedeelte, Cilinder, kegel, bol, f 1,10. 
Uitgever Boymans’ Boekhandel, Rotterdam. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Examen-Opgaven in {916 en 16. 


Stelkunde (L.O) 1916 (Qt uur). 


L 1 1 1 
L. e | == am tiea 8 
Als is Wb Ee gopr alle waar 
ab » 
a,b, 
2. Imdien gegeven is, dat #? + y?=k?, voor welke waarde 


den van «, welke is dan de waarde van 


van 7 verkrijgt dan ax + by de grootste waarde en welke 


is deze grootste waarde ? 

3. Iemand wil een verzekering sluiten groot f 1500, 
betaalbaar na 30 jaar. Hij wil daarvoor jaarlijks een bedrag 
storten, dat elke 6 jaar met een vijfde van het onmiddellijk 
voorafgaande bedrag toeneemt en na 18 jaar constant blijft. 
Hoeveel bedraagt zijne eerste storting ? Rentevoet 5 °/, 


Planimetrie (25 uur). 


1. Bepaal op den omschreven cirkel van A ABC een 
punt P, zoodat PA + PC = PB. 

2. Twee lijnen OA en OB zijn in stand gegeven. Uit een 
veranderlijk punt P trekt men een lijn, die OA onder een 
hoek a in M snijdt, en een andere, die OB onder een hoek 
b in N snijdt. Bewijs, dat de meetkundige plaats van P 
een rechte is, als PM + PN een onveranderlijke lengte ! 
heeft. 

3. H is de projectie van den top C op de basis AB van 
een driehoek. Als gegeven is, dat AH:BH=AC?:BCO?, 
bewijs dan, dat de driehoek gelijkbeenig of rechthoekig is, 
of dat de hoeken A en B 90° verschillen. 


Stereometrie (24 uur). 


1. Van een viervlak hebben de opstaande zijvlakken 
gelijke omtrekken. Bewijs, dat een bol bestaat, die raakt 
aan de ribben van het grondvlak en aan de verlengden 
der drie andere ribben. 

2. Twee cirkels in hetzelfde platte vlak liggen geheel 
buiten elkander. Men beschouwt alle paren bollen, die, 

Examen-Opgaven W. T. 13e Jrg. NE 1 
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door deze twee cirkels gaande, elkander raken. Welke is 
de meetkundige plaats der raakpunten ? 

3. Van den drievlakshoek ABCD zijn de zijden BAC en 
CAD gelijk. Men vraagt door een gegeven lijn / een vlak 
te brengen, dat AB, AC en AD achtereenvolgens in punten 
Q, R en S zoodanig snijdt, dat de som der kruisende ribben 
AS en QR van viervlak AQRS gelijk is aan de som der 
kruisende ribben AQ, en RS. 


Gonio- en trigonometrie (2, uur). 

1. Van een regelmatige vierzijdige piramide is de top- 
hoek van een opstaand zijvlak a°,. De standhoek op een 
opstaande ribbe is b°. 

Bewijs de betrekking 

cos b + tg ta=0. 

Hieruit den standhoek van een regelmatig achtvlak te 
berekenen. 

2. Bewijs, dat A ABC gelijkbeenig is, als 

tg? A +tg? B=(tg A tgB)tg ! (A +- B). 

8. Los uit de volgende vergelijking # op: 

tga—tg?r — 1—2cos2a 
1—tg?atg?e 1 2cos2a 


EXAMEN M. O. Ki, 1916. 


Meetkunde (3 uren). 


1. Een rechte AB van bepaalde lengte verplaatst zich 
zoo, dat haar uiteinden A en B op de elkaar loodrecht 
kruisende rechten a en b blijven. Bepaal de meetkundige 
plaats van haar midden en de meetkundige plaats van de 
doorsnede der vlakken « en #, die a en b in A en B lood- 
recht snijden. 

2, Van een kubus worden de acht hoekpunten volledig 
afgeknot, zoodat een lichaam ontstaat, dat door zes vier- 
kanten en acht gelijkzijdige driehoeken begrensd is. Men 
beschrijft een bol, die de acht driehoekige zij vlakken raakt. 

Hoe groot is de inhoud van het buiten den bol vallend deel 
van den afgeknotten kubus? Ribbe van den kubus — 2a. 


D 
J 


__ 3. ABCD is een willekeurig viervlak. Men verlengt AD 
met een stuk DP gelijk aan AD. Op BD en CD kiest men 
de punten G en H zoo, dat DG =4DB, DH —= 4 DC is. Het 
vlak PGH verdeelt het viervlak in twee veelvlakken. Hoe 
verhouden zich de inhouden dier figuren ? 


Driehoeksmeting (34 uur). 


1. Van een driehoek ABC is R de straal van den om- 
geschreven cirkel en # de afstand van het hoogtepunt tot 
het middelpunt van den ingeschreven cirkel. 

Gevraagd te bewijzen : 


zel ; j PS 
IRE = &sin® 1 A sin? 4 B sin? 4 C — cos A cos B cos C. 


2. Van een vlakken vierhoek ABCD snijden de diago- 
nalen AC en BD elkaar in het punt S. 

Gegeven is: 

AB OEI As ORBDES ORL DSC 1209. 

Gevraagd te berekenen de zijde BC. 

8. Van een convexen bolvierhoek ABCD snijden de 
diagonalen AC en BD elkaar in S. 

Wanneer men stelt: 
A deb De DAt AG= MBD En L ASB=o, 
dan is: 

COS a COS C — cos b cos d == sin m sin » COS 0. 
Men vraagt dit te bewijzen. 


Stelkunde (3 uren). 
1. Bewijs, dat 


det hect 

bata deren ene 

Cet der AALDEN 
dates ira, 


== (atbetd) (atb—e—d) (a—b—edd) (a—bte—d). 
2. Wanneer «, en « zijn de beide complexe wortels 
der vergelijking 


xs —1=0, 
is 
beho « 3 1 1 he 1 
zette) It akar pe 


Gevraagd het bewijs. 


+ 


3. Gevraagd te berekenen het produkt der beide perio- 
dieke kettingbreuken 


(0, a, b, c) en (c, b, a). 
Analytische meetkunde (34 uur). 


1. Op een parabool liggen de punten P, Q, R. Zij U het 
snijpunt van PQ met de middellijn door R,en V het snijpunt 
van PR met de middellijn door Q. Toon aan, dat UV even- 
wijdig loopt met de raaklijn in P. 

2. Een cirkel (straal =a) verplaatst zich zoo, dat zijn 
middelpunt M een rechte / doorloopt, die op een afstand 
b evenwijdig aan de as OX is getrokken. De rechte OM 
snijdt den cirkel in twee punten. Bepaal de meetkundige 
plaats dezer punten en toon aan, dat zij in OQ een dubbel- 
punt heeft. Onderscheid de gevallen a > b;, a=b, a b. 

3. AB en CD zijn twee onderling loodrechte middellijnen 
van een cirkel. Een rechte door A snijdt CD in E,‚ den 
cirkel nog in F. De raaklijn in F aan den cirkel wordt in 
het punt S gesneden door de rechte, uit E evenwijdig aan 
AB getrokken. Welke is de meetkundige plaats van S? 


Beschrijvende meetkunde (3 uren. 


1. Op de as van projectie meet men van links naar 
rechts de afstanden BC—=6 cM,‚ CA =3 cM,‚, AD =45 cM. 
De punten B, C, A, D zijn de verticale projectiën van een 
in het horizontale vlak gelegen vierhoek B'AD’C’. B’ ligt 
6 eM voor het verticale vlak, A ligt in het verticale vlak, 
D’ ligt 15 cM voor het verticale vlak en C’ ligt 12 cM 
voor het verticale vlak. | 

Deze vierhoek is het grondvlak eener pyramide, welker 
top T in het verticale vlak, 24 cM boven het horizontale, 
ligt; de horizontale projectie van T ligt 7,5 cM rechts van D. 

Deze pyramide wordt schuin afgeknot door een vlak, 
door C’ is aangebracht en haar volgens een parallelogram 
snijdt. 

Construeer deze doorsnijding en teeken de afgeknotte 

pyramide met aanduiding der zichtbare en onzichtbare lijnen. 
“2, Een bol (middelpunt M, straal 12 cM) raakt het ver- 
ticale vlak boven en het horizontale vlak voor de as van 
projectie. Op een afstand van 15 eM rechts van de horizon- 
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tale projectie van M is in het horizontale vlak de loodlijn 
lop de as van projectie geteekend. 

Door £ het vlak te construeeren, dat den bol volgens een 
kleinen cirkel snijdt, die de omgeschreven cirkel is van 
een grensvlak van een in den bol beschreven kubus. 
Construeer dien kubus, wetende, dat een ander grensvlak 
evenwijdig loopt aan het verticale vlak. 

Slechts één oplossing teekenen. 


EXAMEN M. O. Ki. 1916. 


Werktuigkunde (3 uren). 


1. Van een schroef is de straal 4 cM en de spoed 2 cM. 
Deze schroef is belast met 500 KG; wrijvingscoefficiënt + 
Een horizontale kracht werkt op een afstand van 4 dM, 
gerekend van het midden der schroef, aan de stang, die 
door den schroefkop is gestoken. 

a) Hoe groot moet die kracht zijn, ten einde op het punt 
te zijn den last opwaarts te bewegen ? 

b) Hoe groot zou zij moeten zijn, om te beletten, dat de 
last de schroef naar beneden doet gaan ? 

2. Een homogene staaf (lengte =2l, massa == m) kan om 
een harer eindpunten in een verticaal vlak draaien. Men 
houdt haar eerst horizontaal en laat haar daarna los. Welke 
drukking oefent de staaf op het ophangpunt uit, wanneer 
zij in den verticalen stand is gekomen ? 

3. Een projectiel wordt aan den voet van een hellend 
vlak onder een hoek van 60° met de horizontale richting 
en met een snelheid ec opgeworpen. 

De helling van het vlak is zoodanig dat het projectiel 
er tegen botst als zijn snelheidsrichting horizontaal is. 

Ondersteld wordt verder, dat het vlak volkomen veer- 
krachtig is. Hoever is het punt, waar het projectiel ten 
tweeden male tegen dit hellend vlak botst, van den voct 
verwijderd ? 


6 
Kennis van werktuigen en technologie. 


Eèn of twee dezer vragen naar keuze (8 uren). 


1. Geef een beschrijving van een u bekend type van 
stoomwerktuig en licht de beschrijving met eenvoudige 
schetsen toe. 

2. In een fabriek liggen twee horizontale drijfassen 
loodrecht op elkaar. Beschrijf op welke wijze de eene as 
door de andere kan worden aangedreven en licht de be- 
schrijving met schetsen toe. 

3. Welke werktuigen worden gebezigd voor het zagen 
van hout? Beschrijf deze werktuigen en licht de beschrijving 
met enkele schetsen toe. 

4. Geef een overzicht van eenig bedrijf voor de be- 
werking van metalen. 


EXAMEN M. O. Kv. 1916. 


Differentiaal-, Integraalrekening en Analytische Meet- 
kunde zie den tekst van den 18en jaargang. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


Ll. Rechthoekige projectie In een vlak, evenwijdig aan het 
vertikale vlak en 12 cM. daarvoor geplaatst, is een gelijk- 
zijdige driehoek ABC geteekend, welks zijde AB in het 
horizontale vlak ligt. (AB = 30 cM.) 

In het voetpunt D der hoogtelijn CD raakt aan AB een 
cirkel (straal MD —=7!/, cM.), insgelijks in het vlak ABC 
gelegen. 

Cirkel (M) wentelt om AC en beschrijft een ringopper- 
vlak; deze ring wordt verlicht door stralen evenwijdig 
aan CB. 

Bepaal de punten der lichtgrens, gelegen in het vlak, 
loodrecht op AC gebracht en AC snijdende in een punt 
E, zoodanig gekozen, dat AE = 18 cM is. 

2. Amonometrische projectie. YO'X =135°, /ZO'X == 1200. 

In het vlak YOX zijn twee cirkels geteekend. Het 
middelpunt M,‚ van den eersten cirkel ligt op OY, zijn 
omtrek gaat door O (ware lengte van OM = 9 cM.). De 
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tweede cirkel gaat insgelijks door O, zijn middelpunt M, 
ligt in de loodlijn, uit O op YX getrokken (ware lengte 
van M‚,O = 6 cM.). 

Cirkel (M‚) ís richtlijn van een kegelvlak, welks top T, 
in OZ (O/T, = 9 cM., axonometrisch gemeten). Cirkel (M,) 
is richtlijn van een kegelvlak, welks top T, eveneens in 
OZ ligt (O/T, —= 18 cM., axonometrisch gemeten.) 

Bepaal het in vlak ZOY liggende vlak P der doorsnede 
van de kegelvlakken, en construeer in P de raaklijn aan 
die doorsnijding. Construeer ook de asymptoot der doorsnede. 


RANGSCHIKKINGSONDERZOEK VOOR DE TOELA- 
TING TOT DE KONINKLIJKE MILITAIRE 
ACADEMIE IN 1915. 


Rekenkunde (50 + 30 min.) 


1. Leid af een eenvoudig kenmerk van deelbaarheid 
door 33. 

2. Van een gezelschap is ’t aantal mannen ==? X ’t aan- 
tal vrouwen; ’t aantal jongens —=3 X ’t aantal meisjes ; 
indien ook nog bekend is, dat ’t aantal mannen 10 meer 
is dan ’t aantal meisjes en ’t aantal vrouwen 20 meer dan 
’t aantal jongens, uit hoeveel personen bestaat dan dat 
gezelschap ? 


Stelkunde met Gonio- en Trigonometrie (} + à uur). 


1. In A ABC deelt AD den basishoek A middendoor 
(D ligt op BC). Indien verder gegeven is: 
EE A ABD Cotg $C cos} B + sin ae 
vraagt men te bewijzen, dat / A =—=/C. 
2. Bewijs, dat wanneer in een driehoek de sinussen der 
hoeken een rekenkundige reeks vormen, dit óók het ge- 
val is met de cotangenten der halve hoeken. 


Meetkunde (+ +} uur). 
1. Men beschrijft een cirkel, die in B aan de zijde AB 
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en een cirkel, die in C aan de zijde AC van een A ABC 
raakt. Indien een der snijpunten van deze beide cirkels 
op BC ligt, dan ligt het tweede snijpunt op den omgeschre- 
ven cirkel van A ABC. Bewijs dit. 

2, Een rechte lijn AB van constante lengte beweegt 
zich met hare uiteinden langs twee elkaar loodrecht krui- 
sende rechte lijnen. Bewijs, dat het midden van AB een 
cirkel beschrijft. 

5. Een middellijn van een bol, welks straal gelijk R is, 
is hoogtelijn van een rechten cirkelkegel, welks grondvlak 
eveneens R tot straal heeft en raakvlak is aan den bol. 

Bereken de verhouding van de inhouden van het deel 
van den kegel, dat buiten den bol en het deel van den 
bol, dat buiten den kegel gelegen is. 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 
PROPAEDEUTISCHE EXAMENS VOOR DE ZOMERVACANTIE 1915. 
Stelkunde (C.T. — WI — SI. — K.I.) 


1. Aan welke betrekking moeten a en b, beiden positief, 
voldoen, opdat de reeks 


a(a +1) a(ad1)(a +2) 
ARE AREN NN 


convergeere ? 
2. Als de vergelijking 


axs +3 be? + Bece Hd=0 
gelijke wortels heeft, dan is 


ad —be 2b° — ac) 
Uc? —bd) ad—te | ® 
Bewijs dit. 
Analytische Meetkunde (C. 1. — W.l — SI — El) 


1. Gevraagd de meetkundige plaats der punten, die 
even ver afliggen van twee Er kruisende rechten. 


2. Gegeven de ellips: 2= zE DE 
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Gevraagd de vergelijking van het derdegraadsoppervlak, 
dat beschreven wordt door een parabool, die voldoet aan 
de volgende voorwaarden: 

1%. het vlak van de parabool blijft evenwijdig aan het 
vlak #=0; 

20, de parabool ontmoet de x-as; 

83°, de parabool raakt het vlak z= 0; 

40, de parabool snijdt de gegeven ellips in twee punten. 

5. Breng de vergelijking van het oppervlak : 

ge dyt dz yy n=? 
door assentransformatie in haar eenvoudigste gedaante 
(rechthoekige assen). 

Men vraagt ook. den stand der lichaamsassen ten opzichte 

der oude coördinaatassen. 


Analytische Meetkunde (B. I. — T. — M.L) 


1. Van een hyperbool zijn de halve assen 4 en 8. Op 
een der asymptoten neemt men een punt aan, dat tweemaal 
zoover als de brandpunten van het middelpunt der hyperbool 
verwijderd is. 

Bepaal de vergelijkingen der raaklijnen uit dit punt aan 
de hyperbool en aan de aan haar toegevoegde hyperbool. 

Construeer deze raaklijnen zonder gebruik te maken 
van de resultaten der voorgaande berekening. 

2. Op de lijn, die de nevenhoeken van een gegeven 
rechten hoek AOB middendoordeelt, ligt het hoekpunt P 
van een tweeden rechten hoek. Het eene been van Z P 
snijdt OA of haar verlengde in Q, het andere been snijdt 
OB of haar verlengde in R 
De rechte hoek P wordt nu zoodanig verschoven, dat het 
hoekpunt P glijdt langs de bissectrice der nevenhoeken 
van ZAOB, terwijl de som der stukken OQ en OR (die 
positief of negatief in rekening zijn te brengen naar ge- 
lang ze op de beenen van Z AOB zelf of op hunne ver- 
lengden liggen) gelijk is aan een lijn van gegeven lengte a. 

Men vraagt naar de meetkundige plaats van het snijpunt 
S der lijn QR met de lijn door P evenwijdig aan de 
bissectrice van Z AOB. 

3. Gegeven zijn: 

1°. een cirkel met straal 3 en middelpunt (3, 5, 4) in 
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een vlak evenwijdig aan het vlak XOY van een recht- 
hoekig coördinatenstelsel XYZ; 
20, een rechte lijn !, wier vergelijkingen zijn: 
by 4-3=0 en 3x dy —2z=1; 
8%, een vlak V, dat tot vergelijking heeft: 
Any} 3z2=0. 


Gevraagd wordt de vergelijking te bepalen van een bol, 
waarop de gegeven cirkel is gelegen en die raakt aan het 
vlak W, dat gaat door de lijn / en loodrecht staat op het 
vlak V. 


Differentiaal- en Integraalrekening (C. I.— WI — SI. — K.I) 


12 da 


1. Te integreeren: (leen 


2, Integreer de differentiaalvergelijking : el —y + 


+ =0. 


3. Een oppervlak is bepaald door z te geven als functie 
van & en y. Het assenstelsel wordt over een hoek « gedraaid 
om de as OZ, waarbij de assen OX en OY overgaan in 
Ö2z 
du dv 
voor een bepaald punt van het oppervlak nul wordt, als 


£ ä ò2z d2z 
unctie van ya 52 


OU en OV. Bepaal de waarde van «, waarvoor 


en in dat punt. 


Eh 
daxdy 
Analyse (T. — MI) 

1. In eene verhandeling van C. E. GUYE, getiteld: „Les 
hypothèses modernes sur la constitution électrique de la matière” 


(Journal de chimie physique, deel 2, 1904, bl. 54), komt 
deze formule voor: 


geumllerd (© Nair LED or Ree CERN 

zur lats lr) +7 (er) Holy) tech 
Wat weet men van de betrekking tusschen v en V, als 

de reeks tusschen de haken convergeert ? 


M= 


HI 


2, Bepaal de gedaante en de ligging van de kromme 
(y? — b2)? = ar 
en bereken : 

1®, den inhoud van de figuur, die door die kromme en 

de Y-as wordt ingesloten ; 

20, het volume van het lichaam, dat ontstaat als dat 

gesloten deel om de X-as wentelt. 

3. In eene verhandeling van I. en O. MASSON, getiteld : 
„The decomposition of metallic cyanates by water” (Zeitschrift 
für physikalische Chemie, deel 70, 1910, bl. 290), komt 
voor de differentiaalvergelijking : 


dy er 
sm: + m(2y — x). 
Men vraagt deze te integreeren. 


Analyse (B. 1.) 


1. Eene schuur van gegolfd ijzer moet een inhoud van 
150 M* hebben. Verder moet de breedte het dubbele zijn 
van de hoogte der zijwanden; de nok moet over de geheele 
lengte loopen, en de twee dakvlakken, die niet buiten de 
zijwanden mogen uitsteken, moeten een hoek van 60° met 
elkaar maken. 

Hoe lang en hoe breed moet de schuur wezen, als het 
geheele oppervlak zoo klein mogelijk moet zijn ? 

De golven in het ijzer blijven bij de berekening buiten 
beschouwing. | 


2. Een gebouw van 100 M hoogte heeft ongeveer de 
gedaante van den Eiffeltoren, maar is geheel dicht. Het 
staat op een grondvlak van 20 M in het vierkant, waarvan 
O het middelpunt is. Vlakken, door de as OZ van den 
toren loodrecht op de zijden van het grondvlak gebracht, 
snijden de wanden volgens kromme lijnen, die de vergelijking 


xe —=10 


hebben, als de as OX in het grondvlak ligt, en alle maten 
in meters zijn uitgedrukt. _ 
Bereken den inhoud van den toren. 
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Beschrijvende Meetkunde. 


1. Centrale projectie. 

Van een driehoek, die aan de andere zijde van het tafereel 
ligt als het centrum, zijn het vlak en de centrale projectie 
gegeven. Een bol raakt de zijden van dien driehoek in 
punten van een grooten cirkel op dien bol. 

Construeer. de centrale projectie van den bol met dezen 
grooten cirkel en in het bijzonder de. punten van dezen 
cirkel, wier centrale projecties op den schijnbaren omtrek 
van den bol liggen. 

2. Rechthoekige projectie. 

In het horizontale projectievlak liggen twee cirkels, wier — 
middelpunten M en N een onderlingen afstand van 12 cM. 
hebben (M rechts van N). Van den cirkel met middelpunt 
M is de straal 3 cM,‚ terwijl M 10 cM vóór het verticale 
projectievlak ligt; voor den cirkel met middelpunt N zijn deze 
grootheden respectievelijk 5 en 8 cM. Deze cirkels stellen 
de richtlijnen voor van twee cilinders. De horizontale 
projecties der beschrijvende lijnen van den cilinder, wiens 
richtlijn het punt M tot middelpunt heeft, maken met de 
projectie-as hoeken van 45° (onder de as is de opening 
dezer hoeken naar rechts), terwijl de verticale projecties 
dier lijnen hoeken van 60° met de as maken (boven de as 
is de opening dezer hoeken naar links). | 

Men vraagt de richting der beschrijvende lijnen van 
den tweeden cilinder zóó te bepalen, dat bij de doorsnijding 
der twee cilinders het geval van afscheuring optreedt en 
voldaan wordt aan de voorwaarde, dat, zoowel de verticale 
als de horizontale projectie hunner doorsnijdingskromme 
een keerpunt vertoont. 

Vervolgens de projecties van een willekeurig punt dezer 
kromme en van de raaklijn in dit punt aan die kromme 
te construeeren. 

3. Scheeve parallelprojectie. 

Stelt XOZ het tafereel en Y, de scheeve parallelprojectie 


van de y-as voor, dan is gegeven Z XOY,=135° met de 
verkortingsverhouding $. 


In het vlak XOY ligt een cirkel met straal =4cM; 
de coördinaten van het middelpunt zijn: #=15 cM en 
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y=9 eM. Voorts zijn van een punt A de coördinaten : 
me 0 =20CM, 20, en van een-spunt.B: == ecM, 

=—=0, z=10 cM. De cirkel, de lijn AB en de z-as zijn de 
drie richtlijnen van een regelvlak, 

In het vlak XOZ raakt een cirkel met straal —= 6 cM 
de positieve x-as en de positieve z-as. Deze cirkel is de 
richtlijn van een omwentelingscilinder. 

Gevraagd worden de punten der doorsnijding van regel- 
vlak en cilinder, gelegen op die beschrijvende lijn van het 
regelvlak, wier doorgangspunt met het vlak XOY het verst 
van het tafereel verwijderd is. 

Voorts te construeeren de raaklijn aan die doorsnijding 
in een dezer twee punten en wel in het punt, dat het 
hoogst boven het vlak XOY ligt. 


_Pheoretische Mechanica (Technologen). 


1. Eene horizontale, driezijdige plaat ABC, waarvan 
de dikte kan verwaarloosd worden, weegt 120 KG en 
wordt in de drie hoekpunten ondersteund. 

AB is een gedeelte van eene parabool, die A tot top 
heeft. AC valt langs de as van de parabool en is 80 cM 
lang. BC staat loodrecht op AC en is ook 80 cM lang. 

Hoe groot is de druk in elk der steunpunten ? 

2. Op eene rechte lijn liggen achtereenvolgens drie 
vaste punten A‚ O0 en B, bepaald door de afstanden 
Aen Ob l, 

Een stoffelijk punt P, dat de eenheid van massa bezit, 
wordt in O geplaatst en losgelaten. 

Als men weet dat het uit A en B wordt aangetrokken 
door krachten, achtereenvolgens gelijk aan 4 en 5 maal 
den afstand, waarop het zich van die punten bevindt, 
wordt gevraagd de uiterste standen van P, en de tijden, 
waarin die bereikt worden, te bepalen. 


CANDIDAATSEXAMEN JUNI 1915. 
Theoretische Mechanica. 


1. Een homogene staaf OA (lengte 12 dM, Ren 
16 KG) slingert in een vertikaal vlak om een horizontale 
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as, loodrecht op dit vlak gericht en door O gaande. Men 
houdt de staaf eerst in horizontalen stand en laat haar 
dan los. 

a. Hoe groot is de snelheid van het zwaartepunt der 
staaf, als de uitwijkingshoek met de vertikaal 45° bedraagt ? 

b. Hoe groot is in dezen stand de drukking op'de as 
en welken hoek maakt deze drukrichting met de richting 
der staaf ? 

Vraag 2a op te lassen door de candidaten CI. 


Candidaten W.L, Sl. en K.I. hebben de keuze tusschen 
vraag 2a en vraag 2D. 

2a. Een omwentelingscilinder (straal a, massa m) draait 
om zijn as met een hoeksnelheid w, en wordt met een 
beschrijvende lijn op een horizontaal vlak gelegd (wrijvings- 
coëfficiënt —= f'). 

Men deelt tevens aan zijn as een snelheid v, mede, 
waarvan de zin tegengesteld is aan dien van de snelheid 
av, die elk punt der genoemde beschrijvende lijn bezit 
tengevolge der wenteling om de as; tevens is v, > aw. 

a. Na welken tijd treedt rollende beweging in ? 

b. Hoe groot ís dan het verlies aan arbeidsvermogen 
van beweging van den cilinder ? 

2b. Van de bewegelijke vierzijde «a@BA is de basis 
«B =2 CM, de arm a«A=—=4cM, de arm #B=7cM, de 
koppelstang AB =8 cM. 

a. Onderzoek den aard der beweging dezer vierzijde. 

b. Onderstel, dat de arm aA zich eenparig beweegt en 
de snelheid van het punt A=4cM is. Neem aan, dat op 
een gegeven oogenblik / Aa@ == 120° is. Construeer voor 
dien stand snelheid en versnelling van B. 

c. Construeer voor dien stand buig- en normaalcirkel. 


TOELATINGS-EXAMEN TOT DE K.M. À. IN 1916. 
Reken- en Stelkunde (1 +1 +1 uur). 


1. Ontbindt in factoren van den eersten graad: 
2a? Jab (QV 2 HWV) 4 bac + DVG + be (BV 2 WB) 3e? 
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2. „Bereken « uit: 
62 log #) _6° + t log ® 1800. 
8. Iemand zondert gedurende m jaren, te beginnen met 


het jaar 1916, aan het einde van elk jaar p°/, af van het 
salaris, dat hij in dat jaar heeft ontvangen. Dit salaris 


bedraagt in 1916 fK,‚, en vermeerdert jaarlijks met q °/,. 


Ed 


Indien hij nu het afgezonderde bedrag tegen r °/, ’s jaars 
op intrest zet, over welke som zal hij dan aan het einde 
van het jaar 1900 + n, n ) m, kunnen beschikken ? 


Meetkunde (% +1 +1 uur). 


1. Om een driehoek ABC is een cirkel beschreven en 
daarin de middellijn AD getrokken. De loodlijnen, uit B 
en C op de overstaande zijden neergelaten, snijden elkander 
in H. M is het midden van de zijde BCO. Bewijs, dat D, 
M en H in eene rechte lijn gelegen zijn. 

2. Van een kubus (ribbe =a) is ABCD het grondvlak 
en zijn AE, BF, CG en DH de opstaande ribben. P,Q, R 
en S zijn de middens van de ribben EF, FG, GH en HE. 

Men brengt een vlak door de punten A, P en S, en snijdt 
zoodoende een driezijdige pyramide van dezen kubus af. 
Op dezelfde wijze snijdt men nog drie dergelijke pyramiden 
af door middel van vlakken, gaande respectievelijk door de 
punten B, P en Q; door C, Q en R en door D, R en S. 

Men vraagt: 

a) den inhoud van het overblijvende lichaam te bepalen ; 

b) te bewijzen, dat om dit lichaam een bol kan worden 
beschreven. en den straal van dien bol te bepalen. 

9. In een bolsegment is een rechte cirkelvormige kegel 
beschreven, die hetzelfde grondvlak heeft als het bolsegment 
en welks top in het boloppervlak ligt. In dezen kegel is 
weder een bol beschreven. Indien gegeven is, dat de 
middellijn van dezen bol gelijk is aan den straal des bols, 
waarvan het segment een deel is, vraagt men aan te 
toonen, dat de inhouden van bolsegment en kegel zich 
verhouden als 3: 1. 


Gondometrie en Trigonometrie (} +1 +1 uur). 


1. Van een hoek a in het tweede kwadrant is gegeven 
sin a =?, 
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Bereken hieruit, zonder gebruik te maken van de 
sinustafel : | 


tg (45° + a), cos (90°+ 5) en cost 5 sint 


2. Van een driehoek ABC zijn gegeven: 

a=21,94 Meter, 
LAS GT 10 
LB EN ee 

Bereken de stralen van den omgeschreven en van den 
ingeschreven cirkel van den driehoek. 

8. Van drie punten A, B en C, die in een rechte lijn 
liggen, zijn de afstanden AB == 62,7 en BC == 100,3 Meter. 
In een punt P, buiten de lijn AB gelegen, zijn gemeten 
de hoeken ZAPB=20°16’ en / BPC == 320 15’ 20% 

Bereken den afstand BP. | 


a 
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Beschrijvende Meetkunde (1 +1 +3 uur). 


1. Van een scheef afgeknot driezijdig prisma is het 
grondvlak een driehoek ABC, gelegen in het horizontale 
projectievlak. (z,). 

Het zijvlak door AB maakt een hoek van 60° met z,, 
terwijl de ribbe AD een hoek van 30° maakt met zr. 

De ribben BE en CF zijn het dubbele van de gegeven 
lengte van AD. 

Gevraagd: de projecties van dit afgeknot prisma. 

2. Een driehoek ABC is het grondvlak van een drie- 
zijdige pyramide, gelegen in het vlak V. De opstaande 
ribben zijn gelijk en de lengte er van is gegeven (U). 

Gevraagd: de drie projecties van dit viervlak. 

3. Een gelijkzijdige driehoek ABC ligt in het horizontale 
projectievlak, zoo, dat AB een hoek van 30° maakt met 
de as van projectie (opening naar rechts). Van een vlak 
V vallen de beide doorgangen in elkanders verlengde en 
VV! maakt een hoek van 60° met de as (opening naar rechts). 

A ABC wordt gewenteld om AB, tot het vlak van dezen 
driehoek loodrecht staat op het vlak. 

Gevraagd: in dezen stand de projecties van A ABC. 


OPLOSSINGEN 


DER 


VRAAGSTUKKEN 


De Oplossingen der Vraagstukken : 


No. 1—9 komen voor in den len jaargang. 


No. 10—20 5 Ree MED OT s 
No. 20—90 8 er Alert en 5 
No... 91—145 „ Et DON zina: 
No. 146172  „ te reen Á 
No. 173—206 „ Ree 1e el SON : 
No. 206—241 „ Ae 104 FOOT va 
No. 242266 „ rs ket oen je 
No. 267—289 „ NRS ak en 7 
No. 289—325 „ Reel zel je 


Opmerkingen omtrent vraagstukken komen voor : 


len jg, bladz. 210, betreffend Vrgst. 3, len jg. bladz. 129. 
aino „ 143 en 252 betreffend Vrest. 22, Jen jz. bl, 2. 
Zen „ je 41 BOREN RD DT 
Hen. hail (der oplossingen betreffend Vrgst. 48 
en 63, Sen jg. bladz. 37 en 59. 
Aen jg. bladz. 48, betreffend Vrgst. 83. 
len jg, bladz. 2 (der oplossingen), betreffend Vrgst. 129, 
Den jg. bladz. 70. 
Een vraag betreffend Vrgst. 196 in 4en jg. bladz. 47. 
je a ô et ZO MKLLOTD, OT. 


Oplossingen van Vraagstukken W.T. 13e Jrg. | 
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325 (Vervolg van:bladz. 48 Oplossingen van Vraagstukken 
l2e jaargang, aflevering 4). 


De snijpunten van de C, en C, volgen door eliminatie 
van «© of y. Eliminatie van y geeft als resulteerende ver- 


gelijking : 
—2 (@ + 2a) 2x (2? — 1) 2a (a —1)? 
| 2a(m®—l) alw?l){2etF1) (a 


| 2a a ® a (a*—1) 
Een C, en C, hebben 4 X 2=8 snijpunten. Hiervan zijn 
bekend 3X2+41=7. (A, B en C geven elk 2, Dis het 7e). 
Bovenstaande determinant moet dus deelbaar zijn door 
(@ — 1)? (+1)? #5. Deeling geeft: 
Aa? a + 6a? —1=0 
of je ere ea 
ia zn 
Elimineert men @, dan komt een determinant, Ht deel- 
baar moet zijn door 7 (y +1)° (2y —1). 
Men vindt ten slotte: | 
oak — 8a? + 4at 
RE ed reen 
De coördinaten van het eerste snijpunt van C, en C, 
worden dus aangegeven door de formules (1) en (2), en 
daar dit snijpunt geheel willekeurig is, stellen (1) en (2) 
de coördinaten van een willekeurig punt van C, voor, uit- 
gedrukt in functie van één veranderlijke parameter. 
Ter berekening van het oppervlak hebben we nu te 
integreeren : 


1 — 8a? st Aat d 1 —6a? d 
la Tat da scat. 
Voor de onbepaalde integraal wordt gevonden: 


1 5) 6 DOT DA 
lln ZE 


Een eenvoudig onderzoek toont aan, dat 
voor tak CA in A a=—ttiv3 wordt. 
5 „ DA in A a=—5—slö. 
k „ CA in C a=t vt. 
S ABG in 0 ask 
Bnein. Dd sn 
Het oppervlak AOC is dus gelijk aan : 


3 


ks 6 re eeb 


BRT malt g81 En en 7 
Opp. AOD = | 
KD 24 Lee 
2 rar — er are EO 7 
In P(e=1l, y= — 3, a—= — 3) loopt de raaklijn evenwijdig 
aan de X-as, en in Q(&=V2, y= —1l, a=— IV/2) even- 
wijdig aan de Y-as. | 
Opp. APQR = 
Le fal3 DA rbe VSD 
alie a hi a: Frl 
Opp. AQR == 
1 3 24) TET iS 6V3— 28 
At Pe Je TE Ane nt 
32 Kin aö alu HD (ij 
Opp. OCPA = | 
ed ze Pe 
DA Vk Nas BEG he 14 A 
Hieruit volgt gemakkelijk: 
EEn 
Opp. ACPQ, = Opp. BCS = OAPC — OAC + APBR — AQR = 
12 (1/6 — 3) 
fi js 


526. Er zijn twee ellipsoïdes ; te bewijzen, dat er voor ieder 
oppervlak een stel toegevoegde middellijnen aan te wijzen 1s 
zóó dat die middellijnen 2 aan 2 evenwijdig zijn. Men vraagt 
a) dit te bewijzen, 5) dit te generaliseeren. C. A. CIKOT. 

’t Komt den inzender van dit vraagstuk onwaarschijnlijk voor, 
dat deze eigenschap miet bekend is. Is dit zoo, dan leidt het 
stellen er van toch tot nieuwe bewijzen. 


Opgelost door C. A. CikoT, H. J. v. VEEN. 


Oplossing van H. J. v. VEEN. 


a) Noem de ellipsoïden E en E/, en de middelpunten 
M en M’ 
Voegt men aan elk punt P van het vlak op oneindigen 
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afstand zijn poolvlak zr ten opzichte van E toe, aan elk 
vlak zm uit de vlakkenschoof met middelpunt M, het even- 
wijdige vlak z’ uit de vlakkenschoof met middelpunt M’ 
en aan elk vlak z’ uit deze laatste schoof zijn pool P’ ten 
opzichte van E’, dan vormen de punten P en de punten P’ 
twee in ’t vlak op oneindigen afstand gelegen, collocale 
collineaire puntenvelden, van welke minstens één paar 
homologe punten samenvallen in een punt A. 

Noem de poolvlakken van A ten opzichte van E en E’ 
resp. « en a’, en de ellipsen volgens welke deze vlakken 
E en E/ snijden E en E’. Beschouw de beide elliptische 
straleninvoluties, gevormd door de paren toegevoegde 
middellijnen van E en E'. Deze snijden op de gemeen- 
schappelijke l van « en a’ twee elliptische puntinvoluties 
in, welke een gemeenschappelijk puntenpaar B,C hebben. 
Twee toegevoegde middellijnen van E,‚ nl. MB en MC, 
loopen dus evenwijdig met 2 toegevoegde middellijnen van 
E’‚, nl. M’B en M/’C, zoodat 3 toegevoegde middellijnen van 
E, nl. MA, MB en MC evenwijdig zijn met 3 toegevoegde 
middellijnen van E’, nl. M’A, M’B en MC. 

b) Neem in plaats van de beide ellipsoïden E en E’ twee 
willekeurige middelpuntsoppervlakken van den 2en graad 
O en O’, dan blijft het in de eerste alinea gestelde gelden. 

De in de tweede alinea genoemde snijkrommen en invo- 
luties zijn echter niet steeds elliptisch. Daar echter twee 
collocale puntinvoluties altijd een samenvallend puntenpaar 
hebben, behalve wanneer zij beide hyperbolisch zijn en 
hare dubbelelementen elkander snijden, zoo blijkt het ge- 
vonden resultaat voor de ellipsoïden ook hier gelden, als 
hoogstens een der snijkrommen hyperbolisch is. Zijn beide 
hyperbolisch, dan geldt het slechts, indien de richtingen 
der asymptoten elkander niet scheiden. 

We komen dus tot het resultaat, dat een ellipsoïde met 
een hyperboloïde, en met een 2en-graadskegel steeds een 
stel evenwijdige toegevoegde middellijnen heeft. 


921. Als de diagonalen van een koordenvierhoek ABCD 
elkander in Q snijden, en een willekeurige rechte door Q, snijdt 
de zijden AB en CD in P en R BC en DA in P’ en R/, en den 
cirkel in E en EF, dan is 


et 


ERS „BR SER SER EQN\? 
PE À RES PE RES (a) 
J. Vv. D. GRIEND JR. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, J. V. D. GRIEND dir 
en H. J. VAN VEEN. 


Oplossing van R. GOORMAGHTIGH. 
Volgens een bekend theorema is A (EFBC) = D (EFBC), 
waaruit (EFPQ)=(EFQR) volgt. Dit kan geschreven worden : 
HRS BO ANBO AER 
Pr‘ QF QF RP 
BP, ER _(EQ)° 
GAO NANA 
De tweede betrekking bewijst men op dezelfde manier. 


of 


Opmerking van H. J. VAN VEEN. 
De genoemde eigenschap blijft gelden, zoo men den 
cirkel door een willekeurige kegelsnede vervangt. 


528. Als het snijpunt der diagonalen van een in een kegel- 
snede beschreven vierhoek een vast punt is, en een zijde draait 
om een ander vast punt, dan draait ook de overstaande zijde 
om een vast punt. J. V. De. GRIEND JR. 


Opgelost door J. v. D. GRIEND JR, H. J. VAN VEEN 
en J. Â. WERTENBROEK. 


Opgelost door H. J. VAN VEEN. 

Noem de hoekpunten van den vierhoek A, B, C en D, 
’t snijpunt der diagonalen E en ’t draaipunt van AB: F. 

Verandert de vierhoek op de wijze, als in de opgave is 
aangegeven, dan vormen de puntenreeksen van de 2e orde 
A en C eene involutie met het centrum E,‚ de puntenreeksen 
B en D vormen eveneens eene involutie met het centrum F. 
Dus zullen de puntenreeksen van de 2e orde C en D pro- 
jectief zijn. Bij verwisseling van de punten A en B zullen 
echter C en D ook verwisselen, waaruit volgt, dat de 
puntenreeksen C en D ook eene involutie vormen; dus 
gaat CD door een vast punt. 

Laat men AB langs EF vallen, dan valt ook CD langs 
EF, zoodat ’t draaipunt van CD op EF gelegen is. 
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329. Gegeven een begrensde rechte AB met de punten C, D 
en E op deze rechte of haar verlengde. Gevraagd het punt X 
op deze rechte zoo te construeeren. dat men heeft: 


DAR (AD)! AC,  ANACAD AB, 
XB BA XB CB DB! EB’ 
AN AO EDA AXA 2 AEEA 
€) KO SCB DB “EB: © (5) = CB “DB 


J. V. D. GRIENDT Jr. 
Opgelost door J. v. D. GRIEND JR en H.J. VAN VEEN, 


Oplossing van H. J. VAN VEEN. 


a) Bepaal de projecties B,,C, en D, van B, C en D 
uit een willekeurig centrum op een willekeurige rechte 
door A. Is O het snijpunt van C,D met B,B, dan zal X 
het snijpunt zijn van OD, met de gegeven rechte l, want : 

(ABCD) =(AB,C,D,) =(ABDX) 
AC „AD AD AX 
CB SDBEED BR 
AX BSN ‚AC 
XB DB/ ' CB 
b) Bepaal de projecties B,, D, en E‚ van B, D en E 
uit een willekeurig centrum op een willekeurige rechte 
door A. Is O het snijpunt van CE, met B,B, dan zal X 
het snijpunt zijn van OD, met de gegeven rechte /, want: 
(ABDE) =(AB,D,E,) = (ABXC) 
AD AE AX AC 
DB * EB XB * CB 
AX AC, AD AEB 


of 


d XB “CB” DB * EB 
c) Neem een punt F op 4, zóó, dat AF = EB, dan is 
AE FB 


FB=AE, dus EB Ap’ en X moet nu zoo geconstrueerd 


AX AC AD „AF 3 
worden, dat XB — CB X DB * FB’ hetgeen kan geschie- 


den, als onder b is aangegeven. 
d) Voor de gegeven betrekking kunnen we schrijven: 
AX, AG AD, AX 
XB WOB DB RB 


li 


(ABXCO) =(ABDX) 
(ABXC) = (BAXD). 

X is dus een dubbelpunt van de involutie, welke op 
bepaald wordt door de paren (A, B) en (C,D). De beide 
dubbelpunten dezer involutie zijn echter slechts reëel, zoo 
de involutie hyperbolisch is; dit is het geval, als de paren 
(A‚,B) en (C,D) elkander niet scheiden. 

Is de involutie hyperbolisch, dan vindt men de dubbel- 
punten op bekende wijze; men projecteert b.v. de involutie 
uit een willekeurig punt P van een cirkel op die kromme, 
bepaalt het involutiecentrum, en trekt daaruit raaklijnen 
aan den cirkel. De projecties der raaklijnen uit P op 
geven dan de gezochte punten X. 


830. Door het midden M van de zijde AB van A ABC trekt 
men een rechte loodrecht op de bissectrice uit C, die de bissectrice 
in D snijdt, en projecteert A en B op MD in E en F. Bewijs, 
dat ACMD = A MEA = A MFB ús. J. V.D. GRIEND JR. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, J. V. D, GRIEND JR, 
Mej. T, SCHOORL, H. J. VAN VEEN en J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. en H. J. VAN VEEN. 


Noem de snijpunten van EF met AC en CB I en K, dan 
volgt uit de congruentie der driehoeken AEl en BFK 
(AE=BE, / AIE =/ BKF), dat EI=FK. En daar M het 
midden van EF en D het midden van IK is, volgt verder : 
EI=MD=EK. Alzoo is de verhouding van de hoogten 
der driehoeken MDC en MEA, D= e= EE gelijk aan 
de omgekeerde verhouding der bases. Dus: 


A MDC == A MEA; eveneens = A MFB. 


331. Zn een vierhoek, waarin de overstaande hoeken B en 
D gelijk zijn, en de overstaande zijden AB en CD elkander 
in P, AD en BC elkander in Q, snijden, is 

AC? =AB.AP—CP.CD =AD. AQ —QC.CB. 
J. V.D. GRIEND JR. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, J. V. D. GRIEND JR. 
en H. J: VAN VEEN. 


ö 


Oplossing van J. v. D. GRIEND JR. 


Zooals bekend is, snijden de cirkels PAD, PBC, QAB, 
QCD elkander in een punt S, dat hier op het verlengde 
der diagonaal AC gelegen is, Want Z PSA =ZCDA in 
cirkel PSDA, en Z PSC = / CBA in cirkel PSCB ; dus, omdat 
CDA ==/ CBA, is / PSA = Z PSC, dus S op AC. Daaruit 
volgt: AC? = AS. AC-—CS, AC=AB. AP —PC.CD; even- 
eens de andere gelijkheid. 


832. De parabolische cilindet wy? =2y + 2 snijdt den cirkel- 
cilinder @°* +2? =4 volgens een ruimtekromme. Men vraagt 
aan te toonen, dat de kegel, gevormd door uit den oorsprong 
lijnen evenwijdig aan de binormalen van deze ruimtekromme te 
trekken, door een vlak evenwijdig aan het xz-vlak gesneden 
wordt volgens een astroïde. J. Ws: NeLE:HEUX. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, J. W. N. LE HEUX, 
F. J. VAES en H. J. VAN VEEN, 


Oplossing van H. J. VAN VEEN. 


Stel x=2cosó, dan vinden we uit de gegeven verge- 
lijkingen : | 
y=Cos26 en zm tt 2sinó. 
Weglating van het minteeken in deze laatste uitdrukking 
vermindert echter hare algemeenheid niet. 
Differentieer naar 6, dan zijn de richtingscosinussen van 
een binormaal evenredig met 


diein 69h == sin 2d 2 COS 4, 


x y’ z' bet, | HS 
uy! 2! —2cosé — 4cos2 —2sins | 
‚sinô sin29 — cos4 


| cos4 2 cos 24 sin 6 


Een rechte door O evenwijdig aan een binormaal heeft 
dus tot vergelijkingen : 


Sese ZED mert erleg PAS ee 
sin 2% — cos 6 —c0S4 sin 6 sing _ sin 26 
2eos26 sing sins COosS6 cos 6 2 cos 26 
MA y 2 
Shoden er 1 ooverd 


COS 9 | 
os 26 


| 1 
5 | 2sin 4 
[cos 26 sin6 cos 6 G 


O 


( L=—2eC08°6.y 

mn SIN dt. 
Eliminatie van 4 door derdemachts-worteltrekking, kwa- 
drateering (waardoor geen waarden ingevoerd worden) en 
optelling geeft voor vergelijking van den kegel: 

5 B zi (24)5, 

welke blijkbaar door vlakken evenwijdig aan het xz-vlak 
door astroïden gesneden wordt. 


of 


Oplossing van F. J. VAES. 


Wanneer door een of ander punt, b.v. # = 0, y= p, 2=0 
vlakken worden aangebracht evenwijdig aan de normaal- 
vlakken van de doorsnede, dan omhullen deze den kegel 
(want twee opeenvolgende normaalvlakken bepalen de 
richting der binormaal). 

De doorsneden van die evenwijdige vlakken met het 
ez-vlak omhullen dus de bedoelde vlakke kromme lijn. 

De vergelijking der vlakken is: 

da d dz 
Kee Zeg Ù, 
en die der doorsneden: 
ST Al er a a 1) 
Uit de gegeven vergelijkingen blijkt, dat 
do wad da dz 
bram Ò 
waardoor (1) wordt: 


Kz dt z dt et: 
of Ne 
2 pe Pz 


Dit is de vergelijking eener rechte, die van de X- en Z-as 
stukken px en — pz afsnijdt, en daar x? + z° constant is, 
is die rechte een lijn van constante lengte, welke met de 
uiteinden langs de assen glijdt. Zij omhult, zooals bekend 
is, een astroïde. 


395. Gevraagd de vergelijking van de projectie der ruimte- 
kromme 2y? +z2z—1l=0,' #? —4y? +4yt =0 op een vlak 
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loodrecht op het osculatievlak in het punt 0,0,1 als nieuw 
projectievlak. WN. DEED EUR 


Opgelost door J. W. N. LE HEUXx en F. J. VAES. 


Oplossing van J. W. N. LE HEUX. 
De gegeven ruimtekromme kan worden voorgesteld door : 


x= sin 2p 
y=singp 
Z == G0S-20. 


Het osculatievlak in ’t punt 0,01 heeft tot vergelijking : 

COSP — 2 sin 2p 2eos2p — 2 sin 2 
—sinp — 4 cos 2 —4sin?2p — 4 cos 2 EE 
ue 2eos2p ecosp ll: | Z2eos2p ecosp | 


—4sin?2p —sinp | | —4sin?2p —sinep 
of _— (2 vosp cos 2 + sin p sin 2) + 4y + 
+ (z—1) (2 eos w sin 2 — sin p COS 2p) =0 
of _— 2e eos? + 4y + (z--1) sin p (1 + 2 cos?p) = 0, 
waarin p=0°® moet worden genomen, ’t geen geeft: 
yi. 
Het assenstelsel over een hoek — bg te 4 gedraaid geeft: 


[s 


e= sin p Seine y= sin 
bne Epa, en LD 
De ZY’-projectie is dus: 
! — sĳn kien 1 hie: 
y = sin 2 +Sinp 
z==?2sinp 
of z* — 8D y'z + 20’? =0, 
d.i. een virtueele parabool. 
Oplossing van F.J. VAES. 
Uit de 2e vergelijking volgt, dat # kleiner dan 2y is. 
Alleen als #=0, y=0, is Sett 
De vergelijking stelt dus een kromme lijn voor, die in 
den oorsprong raakt aan de lijn y = + 4 «, en verder geheel 
ligt binnen de stompe hoeken, door die lijnen gevormd. 
In den oorsprong is dus een buigpunt 


In het punt 0,0,1 is y=a-{-x het raakvlak aan den 
cilinder, waarvan de kromme de richtlijn is, terwijl het 
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raakvlak aan den parabolischen cilinder loodrecht op de 
Z-as staat. De raaklijn aan de doorsnede is dus evenwijdig 
met de lijn y=}. 

Omdat die lijn 3 punten met de kromme gemeen heeft, 
zal het vlak y= tx ook 8 punten met de doorsnede 
gemeen hebben, en is dus osculatievlak. 

Een vlak loodrecht daarop kan gebracht worden door 
de lijn y= }«, onder een willekeurigen hoek @ met het 
Z-vlak. 

Is P de projectie van een punt der doorsnede op dat 
loodrechte vlak, PQ =4’ de loodlijn uit P op de lijn y = 2x, 
OQ =H, 4 QOX =a, dan is: 

== COosa + ysine, LO 
y= (asin « — y COS «) COS B — z sin À. 

Elimineert men x,y en z uit deze en de gegeven ver- 
gelijkingen, dan verkrijgt men de vergelijking der gevraagde 
projectie. 

Neemt men in het bijzonder B = 90°, dan wordt: 


a == bJ- Eyl’b, dat) 
Uit 24? +z—1 volgt dan: 
2yt=l—y, 


en uit #? —4y? +4yt=0: 
n= —2—(y —1)?, 
zoodat : 


wt DH HOL 


zijnde een virtueele parabool (Gomes Teixeira, Traité des 
Courbes spéciales remarquables, Tome 1, bladz. 269, Tome 
II, bladz. 315). 


854. Hen pseudo-vierkant (d.w.z. een vierhoek, waarvan de 
diagonalen loodrecht op elkander staan) te construeeren, als men 
het hoekpunt D kent, en de projecties P,Q en R van het snijpunt 
O der diagonalen op de zijden AB, BC, CD. DR. J. ROSE. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, DR. J. ROSE, H. J. VAN VEEN 
en J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van DR. J. ROSE. 


Trek DR, en in R een loodlijn daarop, dan gaat deze 
door O. ZOPQ=ZQRC, zoodat ook de richting van PO 
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bepaald is. Trek AB | OP, BC | OQ, en verleng CO tot 
ze BA snijdt. 


339. De normaal in een punt M van een vlakke kromme 
snijdt de as OX in een punt N, en de loodlijn in O op OM 
snijdt de raaklijn in M aan die kromme in een punt R. Voor 
welke kromme lijn is MN = RM 2 DR. J. ROSE. 


Opgelost door N. C. GROTENDORST, DR. J. ROSE, H. J. VAN 
VEEN en J. A, WERTENBROEK. 
Oplossing van N. C., GROTENDORST. 


Noemt men Z MOX =a, en den hoek van raaklijn met 
X-as wp, dan is: 


MN =y sec p 
OM 
Ee TET COS « COS p + sin « sin p 
_ OM? secp 
__@+ytange” 


Uit MN=RM volgt dus: 
ey + y* tang p= OM?, 
derhalve voor de differentiaalvergelijking der gevraagde 
kromme lijn: 
y'dy=(e? + y? — ay) dx. 
Stellen wij in deze homogene differentiaalvergelijking 
y=@xz, 400 gaat zij over in: 
de z°de vi NES en ee ot En! 
dp Az TES (— 2" 142? amen 7) 
waaruit door integratie volgt: 


log 7 — — $boogtang z — +log (1 + 2%) — £ log (1 — 2) 


‚& 


of 4 boogtang 5 == log ETA CEST 


2 boogtang il 
of (Hy) (a ype Vl, 
zijnde de vergelijking van het stelsel gevraagde kromme 
lijnen. 
Door invoering van poolcoördinaten (e= 1 cos v, y= r sin p) 
wordt deze vergelijking : 
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Cc? 


Bte te ere (1) 
(cos p—sin p) e? 
welke zeer geschikt is om de kromme te teekenen. 

Geeft men aan wv alle mogelijke positieve en negatieve 
waarden, dan blijkt gemakkelijk, dat voor een bepaalde 
waarde van c de kromme bestaat uit een oneindig groot 
aantal takken, die allen de lijn p—= 4 z (y — «) tot asymptoot 
hebben. Elke tak snijdt de Y-as onder een hoek van 45°, 
heeft een buigpunt op de X-as (alwaar zij die as loodrecht 
snijdt), en een buigpunt op de lijn p = boogtang 2 (y = 24). 

Dit wordt het gemakkelijkste nagegaan door het invoeren 


van het omgekeerde van den voerstraal (- En 5). De po- 
laire subtangens in eenig punt is dan: 
dp dp _Y'(cosp—sinp) £ (sin p— COS p) 
ie TT GET GE Ne er 

A e?P sin p e?? sin p 
naarmate men in verg. (1) het + of —teeken neemt. 


Een buigpunt wordt gevonden, wanneer de uitdrukking 


A dr ‚der 1 du 
rea) — ie es 


d.i. in ons geval sin p(sinp =?2cosp) van teeken wisselt. 


2 


N.B. Men kan ook onmiddellijk van poolcoördinaten ge- 
bruik maken. Men vindt gemakkelijk MR = rsecó en 
____rsinp 
UN =S cos (0-49) 
raaklijn met den voerstraal maakt. MN= MR geeft dan 

Ee tot de vergelijking: 
1 —tang 6 tang p= tang p 
en dus tot de differentiaalvergelijking : 
dr __ tang odp 
mol tans ps? 
welke door integratie tot (1) leidt. 


waarin 6 den hoek voorstelt, dien de 


Oplossing van H. J. VAN VEEN. 


Stel OM =p, den hoek tusschen de X-as en OM =6 en 
dien tusschen OM en MR==p, dan vindt men: 
sf ke SA SNN es 
MN =) + COS (4-0) + cos gi bid 
dus: sin 6 COS p = + (COS 4 COS w — sin 4 sin p) 
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__ COsS4 F sind 


dh sin 6 
edô _ coss sins 
ee sin 4 
de__ sind 
p COSI sins 
das sin 6d — sin 6 — COS 9 
25 =S —_|(a RES “COS 4— sins ) den 
ls > | sin 9dg if ( LD 
COS4 + sins COS 4 +- sin 6 
—= —0—l (cosf — sing) + IC lo? —= 6—l (COS4 + Sin) + IC 
p° (cos 9 — sin 6) =C „et p? (cos oJ sin 6) =C.e? 


Deze beide stelsels krommen liggen symmetrisch t.o. z. 
van de X-as, daar de vergelijkingen in elkander overgaan 
door 6 te vervangen door — 6, 


896. Men driehoek ABC te construeeren, als men den pool 
D kent van zijde BC ten opzichte van den omgeschreven cirkel, 
en zijn projecties P en Q op de zijden AB en AC. 

DR. J. ROSE. 


Opgelost door K. HAGGE. 
Oplossing van K. HAGGE. 


Fig. 1: Die Gewinnung der Ecke A fällt sofort in die 

Augen. Es ist 
PA senkrecht zu PD und QA senkrecht zu QD. 

BDC ist ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Basis- 
winkel a 

Ein um D durch B und C beschriebener Kreis andere 
die gleichschenkligen Dreiecke BDE und CDF mit den 
Basiswinkeln y und 4. 

Diese Winkelbeziehungen lassen sofort erkennen, dass 
ED und DF eine einzige Gerade EDF bilden. 

In dem Sehnenviereck BEFC ist BE in P, EF in D und 
FC in Q halbiert. Einem bekannten Satze zufolge ist die 
Mitte G von BC also die vierte Ecke des Parallelo- 
gramms PDQG. 

Hieraus fliesst folgende 

konstruktion: Man suche die vierte Ecke G des Parallelo- 
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gramms PDQG. Die Lote in P, Q, G auf DP, DQ, DG 
liefern das gesuchte Dreieck. (Fig. 2). 

Anmerkung: Die Ecke G des Parallelogramms PDQG 
kann gefunden werden als Schnittpunkt der beiden Kreise 
Q(PD) und P(QD). — Fig. 3. 

1. Die Ecke A liegt auf der gemeinschaftlichen Sehne 
GH der beiden Kreise. Warum? D ist der Mittelpunkt 


Fig. 1. Fig. 2. 


eines dritten Kreises, der die Kreise um P und Q in Durch- 
messern schneidet; infolgedessen ist A das Potenzzentrum 
dieser drei Kreise. 

Man kann auch so denken: Die Punkte A, P, D, H, Q 
liegen auf einer Kreislinie ; AD ist Symmediane des Dreiecks 
ABC; die Mediane AG geht durch die vierte Ecke H des 
Äntiparallelogramms QPDH. 

2. Es sei J vierte Ecke des Antiparallelogramms QG DJ ; 
dann ist BC nicht nur senkrecht zu GD sondern auch zu QJ. 
Die Seite BC enthält also den Spiegelpunkt K von G in 
bezug auf -die.Gerade QJ .…. mn — AQIGEZAQITK 

3. PJ ist senkrecht zu GD und parallel zu BC 

AGED SSA GID. 
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4, GPJK und GJPL sind Parallelogramme, folglich 
GK = GL. 

5. Die Seite AB ist nicht nur senkrecht zu PD, sondern 
auch zu GQ; sie enthält infolgedessen den Spiegelpunkt N 
von P in bezug auf die Gerade GQ . A QGP ZA QGN. 

Aehnliches gilt von der Seite AC. 

GrrABACHDESDO: 

Jeder neue Kreis, jeder neue Punkt, jede neue Gerade 
führt zu neuen Eigenschaften. 


Fig. 3, 

Geometrographische Konstruktion (Fig. 3): 
R, R, C, Cs Cs 
D (DP) NAE DE 
Q (DP) tE TA 
Q(QP) ie Hb TED 
P(QD) GH ea 2 
G (QD) DN RE ke 
J (QD) K sE TON 
PN. hie) pl 1 Kk % 
HG J.N 9 1 RO 
AQ, rank 2e KA IE ORNE 
GK B, C Bar ie CE 
Be 4 Sn 


S.: 26; E.: 16; 4 Gerade; 6 Kreise. 
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836. Len driehoek ABC te construeeren, als men den pool 
D kent van de zijde BCG ten opzichte van den omgeschreven 
cirkel, en zijn projecties P en Q op de zijden AB en AC. 

DR. J. ROSE. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, K, HAGGE, DR. J. ROSE, 
H. J. Vv. VEEN en J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van R. GOORMAGHTIGH. 


De lijnen door P en Q loodrecht op DP en DQ getrok- 
ken, geven het hoekpunt A; nu is, zooals bekend, AD een 
symediaan en men kan dus gemakkelijk de mediaan AX 
uit A construeeren. De zijden BC van alle driehoeken ABC, 
waarvan de hoekpunten B en C op AP en AQ liggen, en 
die AX als mediaan hebben, zijn evenwijdige lijnen ; om 
hunne richting te bekomen trekt men twee rechten A, eu 
As evenwijdig aan AQ op afstanden « en 2x; A, snijdt 
AX in E‚, A, snijdt AP in F; EF geeft de richting van 
BC, en bijgevolg {B en Z/C. Daar / PBD = / Cen / QCD 
— B, heeft men ook 

ZBDP=90° —/C0, ZCDQ =90° —/ B. 

Men kan dus de lijnen DB en DC trekken. 


837. Indien wp, en Ps twee hoeken beneden 180° zyn, 
verbonden door de belrekking 
acotgp, + beotg oo, =e, 
vraagt men wanneer 
a 
sin o, 


b 
sin Ps 


J- 


een minimum iS. 
H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door H. J. v. VEEN, H. G. A. VERKAART en 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK en H. J. v. VEEN. 


“Trek een rechte liĳn en neem hierop een stuk AB =c. 
Richt in de beide uiteinden A en B in tegengestelden zin 
loodlijnen op, en pas op die loodlijnen stukken AC=b en 
BD =a af. Verbindt men nu een willekeurig punt P op 
AB met C en D, dan geldt AP + PB = c=b cot APC + 
a cot DPB =acotp, + beotp,, ter wijl 


Oplossingen van Vraagstukken W. T, 18e Jrg, 2 
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==, en PD = Ad ‚ dus zal ls ZE min. 
sin Pp» sin p, sine, sin p, 
zijn, als PC + PD minimum is, en dit is het geval als C, 


P en D op één rechte lijn gelegen zijn. Dan is p, =p. 


338. Hoe verandert de waarde van een determinant, als men 
alle kolommen (rijen) vervangt door de som der andere ? 
H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, H. J. v. VEEN, H. G. A, 
VERKAART en J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van H. G. A. VERKAART en H. J. Vv. VEEN. 


Men kan den nieuwen determinant verkrijgen door den 
oorspronkelijken te vermenigvuldigen met 


OL el eeen 1 
120 tienen de l 
eed B ad a 
Ke Bd 0 


zie Lobatto-Rahusen, blz. 46. 
We hebben dus: 


An ee 


539. ZL op te lossen uit: 


2y (2 Nn Uiytl=0, 
de Ù U. B c. WERNDLY. 


/ 
Opgelost door N. C. GROTENDORST, H. J. v. VEEN en 
Dr. L. U. H. C. WERNDLY. 


Oplossing van DR. WERNDLY. 


Neem y — in plaats van «© — tot onafhankelijk veran- 
derlijke; de gegeven vergelijking gaat dan over in: 


da de Eden 
pe AC er my 0. 


es 
Kei 
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Áls men hierin substitueert (volgens Riccati) dae 
da 
vindt men 
dee en Of 
Esen Wij 
da 
= 3 nn EE 2, 
beste 2 be.tg Br VytA 
en dus 
a APT De DER 
de Vy.tgl2VytA)' 
Oplossing van H. J. v. VEEN, 
rb rt sl oe NETNOD DN 
Stel dd dan is een Ek de CAN ver 


gelijking gaat dan over in: 
î d 
2yp° Ap +2pt2yp ied 
We krijgen dus 


NE a . 6 ' ® ‘ * . (1) 
Nn dp 
en UPN Dn nn 


Stel hierin p—=z.y 
dan komt er: 
| d 
gee y TE (ga die. gt +24 PTT Zo zl 
Neemt men nu 2a 410 of «a—=—}, dan zijn de ver- 
anderlijken te scheiden. We krijgen dan: 


2V yd bgtgz=C 

z=tg (C—2Vy) 
pv y=tg(C 2’ y) 

Od) 


ei da Vy Re A 
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340. Gegeven een cirkelbundel en een punt P. Men bepaalt 
de poollijn van P t. o. 2 van alle cirkels van dien bundel, en 
bepaalt tevens het snijpunt S van elke poollijn met de lijn, welkz2 
P met het middelpunt van den daarbij behoorenden cirkel verbindt. 
Bepaal de meetkundige plaats van die snijpunten. Hoe moet 
P zich bewegen, opdat die meetkundige plaats dezelfde blijve? 
Men vraagt een meetkundige oplossing. 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Beschouw een cirkel M, behoorende tot den gegeven 
bundel. Zooals bekend, zijn P, S en de snijpunten van PM 
met dien cirkel harmonisch gelegen. Elke cirkel gaande 
door P, en M rechthoekig snijdend, bepaalt met cirkel M 
op PM 4 snijpunten, welke harmonisch gelegen zijn. Elk 
van deze cirkels gaat dus door S; ze vormen een bundel. 
Onder al die cirkels bevindt zich één cirkel, die niet alleen 
M, maar alle cirkels behoorende tot den gegeven bundel, 
rechthoekig snijdt. Deze cirkel zal de gevraagde meet- 
kundige plaats zijn. Gemakkelijk blijkt nu tevens, dat alle 
poollijnen elkaar snijden in één puut, nl. het tegenpunt 
van P op den gevonden cirkel. Beweegt P zich over dezen 
cirkelomtrek, dan zal de meetkundige plaats van de pun- 
ten S dezelfde blijven. 


841. Gegeven een cirkel en in zijn vlak een punt ; bewijs 
dat de maximum-driehoek van alle driehoeken, die tot hoekpunten 
hebben het gegeven punt en twee punten op den cirkelomtrek, 
gelijkbeenig is, en dat het middelpunt van den cirkel een merk= 


waardig punt in den driehoek is. 
C. A. CIKOT. 


Opgelost door C. A. CikoT, C. L. DOORMAN, R. GOORMAGH- 
TIGH, H. v.D, HEUVEL RIJNDERS en J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


Om een A, die aan de gestelde voorwaarde voldoet, 
zullen de raaklijnen in de hoekpunten, die op den cirkel 
liggen // moeten zijn aan de overstaande zijden, daar anders, 
door verplaatsing van een der hoekpunten, de loodlijn op 


ten lt an en a 
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de overstaande zijde en dus den inhoud vergroot kan 
worden. De door zijden en raaklijnen gevormde vierhoek 
is dan een ruit. De driehoek is gelijkbeenig en het mid- 
delpunt van de cirkel is het snijpunt der hoogtelijnen. 


342. Bewijs een soortgelijke eigenschap voor den driehoek 
met maximum-omtrek. C. A. Cikor, 


Opgelost door C. A. CikOT, C. L. DOORMAN, R. GOORMAGH- 
TIGH, H. v. D. HEUVEL RIJNDERS en J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Door weer eerst een der beide punten A en B vast te 
houden, blijkt gemakkelijk, dat voor den gevraagden A de 
ellipsen gaande door A resp. B en met B en P resp. Aen 
P tot brandpunten, den gegeven cirkel M in A resp. B 
aanraken. De raaklijnen in A resp. B aan den cirkel maken 
dus gelijke // met AB en AP, resp. BA en BP. M is dus 
het middelpunt van den ingeschreven cirkel, van den 
gevraagden A. Daar nu MA = MB is deze A gelijkbeenig. 


843. Door een punt binnen een hoek een lijn trekken zóó 
dat de som der stukken van de beenen afgesneden, minimum is. 
(De lijn door het hoekpunt wordt uitgesloten). 

C. A. CrKOT. 
Opgelost door C. A. CiKoT, C. L. DOORMAN, H. v. D. HEU- 
VEL RIJNDERS, E. D.J. DE JONGH JR. en J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


a en b zijn de scheefhoekige coördinaten van het punt. 
Als de gevraagde lijn van het eene been een stuk a + 


afsnijdt, dan is het stuk op het andere been ee +5. Nu 


moet a + « + en b minimum zijn, dus # + ge 


— min. 
9, 


Dit is het geval voor 1 — ab en —= 0 
ij 


Dek) 
voor #=+J (ab) krijgt men het gevraagde minimum 
r=—V(ab), geeft het maximum (het stuk op het ver- 
lengde van het eene been, wordt negatief gerekend). Dit 
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aannemend, geeft de lijn door het hoekpunt geen minimum, 
slechts een nulwaarde. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


Laat P het punt zijn dat binnen ZO ligt, en APB de be- 
doelde lijn; bij een oneindig kleine draaiing van AB, waar- 
door ze in den stand A/B’ komt, moet A’'A = BB’ zijn. Past 
men in de twee AA PA/’A en PB’B den sinus-regel toe, 
dan vindt men ten slotte: 

PA PB =sinAssin BOB 8 
dus P is isotomisch verwant met het snijpunt der. bissec- 
trice van ZO met AB (overeenkomst met het punt van 
Philo I) 

Voor eene analytische afleiding neemt men de twee 
beenen tot assen, en de coördinaten van P:p en q, dan 
is de vergelijking van eene lijn door P: Y —g=a(X—p); 


de stukken van de assen afgesneden zijn dan p — 5 en q—ap 


hun som =p} q—ap— e Men vindt (behalve de waarde 
nul voor de lijn OP) een minimum voor het geval dat 
ap ne maximum is; het product van die twee termen is 
constant== pg, dus hun som is maximum als zij gelijk zijn ; 


! 
men vindt a —= + \ (en ; het tweede teeken wijst op 


een lijn, die één been en het verlengde van het andere 
snijdt; daarbij is dan het absoluut verschil der twee stuk- 
ken een maximum. P is dan isotomisch verwant met het 
voetpunt der buiten-bissectrice. 


844. Im een gelijkzijdigen driehoek met een zijde —a heeft 


een punt afstanden ben c van twee hoekpunten. Den afstand 


tot het derde hoekpunt te bepalen. J, Vv. Di GRIEND SIR, 


Opgelost door C. L. DOORMAN, R. GOORMAGHTIGH, J. V. D. 
GRIEND JR. en H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


Oplossirg van J. v. D. GRIEND JR. 


Er zijn twee punten P, en P,, symmetrisch ten opzichte 


van de zijde BC van den geliĳkzijdigen driehoek ABC, die 


sy 
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de afstanden b en c tot B en C hebben. Noemen wij hun 
afstanden van A «,‚ en x,, voorts de afstanden van het 
midden van P,P, tot de punten P,, A, B en C respectie- 
velijk p, q, 7, s, dan vindt men onmiddellijk 
er, Ha? =2(p? +9°). 
Vervangt men 2p? door (b? —r°) +(c?* —s?®), en 2q° vol- 
gens de gemakkelijk te verifieeren vergelijking 
2q° —ri 8? =a? 
door #? + s? +a*, dan vindt men 
et A ett De len id err ACE) 
Voorts krijgt men, als f de projectie is van AP, op P‚P,, 
n= + Ap? + Apt 
dus La Hi dpd t)= pal =4lI B; … «r (2) 
waarin I den inhoud voorstelt van A BP,C (BP,CO), die 
uitgedrukt in de gegeven zijden a, b, c ondersteld wordt. 
Uit de vergelijkingen (1) en (2) vindt men de gevraagde 
afstanden : 


2 2 2 
de Ee) EC or) 


345. De minimumwaarde van de som PA + PB + PC, 


waarin ABO een gegeven driehoek met hoeken kleiner dan 120°, 


en P een veranderlijk punt van zijn vlak is, uit te drukken in 
de zijden van dien driehoek. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, J. V. D. GRIEND JR. en 
H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Gelijk bekend is, wordt het punt P, waarvoor de som 
PA + PB + PC minimum is, gevonden door op BC, CA, AB 
cirkelsegmenten van 120° binnenwaarts te beschrijven, 
het gemeenschappelijk snijpunt dezer segmenten is het 
punt P. Een ander punt P’ is het gemeenschappelijk snij- 
punt van soortgelijk naar buiten beschreven (en daarna 
doorgetrokken) segmenten. Het eerste punt P is ook het 
gemeenschappelijk snijpunt der verbindingslijnen AA,, BB, 
CC, van A, B en C met de toppen der op BC, CA, AB 
buitenwaarts beschreven gelijkzijdige driehoeken BA,C, 
CB,A, AC,B; het tweede soortgelijk voor binnenwaarts 
beschreven gelijkzijdige driehoeken. In cirkel PBA,C met 
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den gelijkzijdigen driehoek BA,C is PB + PC == PA, ; dus 
PA + PB + PC= AA, ; dus wordt de gevraagde minimum- 
som door elk der rechten AA,, BB,, CC, voorgesteld. Nu 
is, in den geliĳkzijdigen A BA,C, BC =a, terwijl de afstan- 
den van A tot B en C zijn cen ben den afstand AA, ge- 
vraagd wordt. Dus valt het vraagstuk onder de beschou- 
wingen van No. 8344 en de gevraagde minimumsom S is 
bepaald door 
a? db? +e? 


S2 — 5 +213, 


waarin I= A ABC in de zijden a, b en c uitgedrukt wordt 
ondersteld. 

Voor het tweede punt P’ is, op soortgelijke wijze, de 
waarde van S’=—AP +PB PC (als <A)60°% en de 
beide andere < 60°) of S= AP — PB — PC (als Z A < 60° en 
de beide andere > 609) 

ye Hb? HC? 
2 

Ook uit A ABA, kan men trigonometrisch tot dezelfde 

uitkomst komen: 


AA? =b? Hc? — 2e cos (A + 60°) 
door ontwikkeling van cos (A + 60°) en stellen van 
DHC? —a? 21 


DC en sin Â == ied 


—2Iv(3). 


cos Â = 


346. In een driehoek is in het algemeen het kwadraat van 
de kleinste afstandensom van een punt tot de hoekpunten kleiner 
dan de som van de kwadraten der ‘drie zijden. 

J. Vv. D. GRIEND JR. 
Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, J. v. D. GRIEND JR. en 
H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 
Oplossing van J. v. D. GRIEND JR. 


Volgens de oplossing van No. 345 is de kleinste afstan- 
densom 5 bepaald door de vergelijking 


2 sd 
aad B 


Daar het kwadraat van den afstand van het derde hoek- 
punt A’, van den gelijkzijdigen driehoek BA’,C, binnen- 
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waarts op BC beschreven, tot het hoekpunt A van den 
driehoek, bepaald is door (verg. de oplossing van No. 345) 


2 2 2 
AA t=grn S wid zis —_2I8 
en deze afstand altijd bestaanbaar is, moet 
2 2 2 
REN, 


zijn. Daaruit volgt onmiddellijk 
92 Car db? + e?. 

Wanneer de driehoek een hoek A heeft, grooter dan 1200, 
ishet punt van maximumsom in het hoekpunt van dezen 
hoek gelegen. In dat geval is dus, als dit hoekpunt A is, 
de minimumsom S=b + ec. Dan is, daar Z A >) 120°, 

a? =b? Je? —2beeos A ) be + Ce? + be ) 2 be, 
dus (b 4e)? <a? Hb? + C?. 
In dat geval is dus ook 
S? Ca? db? HC? 

Alleen wanneer de driehoek gelijkzijdig is, valt A’, met 
A BEN et VEE Oni Ge 

gamen SOZ 9 == dome dus 

prat db: deet, 


847, Te bewijzen, dat in een driehoek, waarin een zijde 


„ rekenkundig middelevenredig is tusschen de beide andere, de 


verbindingslijn van de middelpunten van in- en omgeschreven 
cirkel rechthoekig staat op een der bissectrices. 
J. V. D. GRIEND JR. 


Opgelost door C. L. DOORMAN, R. GOORMAGHTIGH, J. V. D. 
GRIEND JR, H. v. D. HEUVEL RIJNDERS, D. J. KRUIJTBOSCH 
en C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van D. J, KRUIJTBOSCH. 


Van A ABC. zijn de zijden a,b en ec. O en I zijn de 
middelpunten van om- en ingeschreven cirkels. De bissec- 
trice van ZB snijdt AC in D en den omgeschreven cirkel 
in E‚ Verbindt A met E. 

Gegeven is: 2 —=a tc. Toepassing der bissectrice-eigen- 
schap geeft: AD =jSeen CD =4a4. 

ZEAI=E(ZAH/B)=Z EIA, derhalve: AE =IE, 
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Verder is: A AED > A BEA of: 
AE:BE SAAD SBA SS Ke 

derhalve AE=4BE, dus ook: IE =iBE==IB, waaruit 
volgt: Ol! BE. | | 

Opmerking. Men heeft volgens de bissectrice-formule: 

BD? =ac—tac=tac en: 
BDXDE ADS 

Op elkaar gedeeld : Dn —3 of DES SBE 

Dus AC deelt IE middendoor. 

De verbindingslijn van middelpunt ingeschreven cirkel 
en zwaartepunt loopt // AC omdat: DI=}DB. 


Oplossing van R. GOORMAGHTIGH. 


Wij veronderstellen 2a=b ec; zijn Len O de middel- 
punten van in- en omgeschreven cirkels, r en R hunne 
stralen, A de hoogte uit A op BC neergelaten, dan is 


AKBO ETA etn 


Re 
waaruit h=ìr volgt. Nu is, zooals bekend, 
Abre dp be 2E onreRt SR 
Or br 3 ijden R(R—?2r)= 
SOA SO 
deze betrekking bewijst de stelling. 
Opmerking: deze eigenschap is bekend, zie Gaz. Mat. 
1911, bl. 210 en Mathesis, 1911, bl. 101. 


348. Van een vierzijdige pyramide 1, ABCD is gegeven het 
vlak van A LAB, benevens deze driehoek zelf, A ICD, en de eigen- 
schap, dat ’t grondvlak ABCD moet zijn een gelijkbeenig trape= 
zium. Te bewijzen, dut de MP der ribben IC en ID twee om- 
wentelingskegels vormen, waarvan de grondvlakken onderling 
|| en loodrecht vlak LAB zijn. D. PosrTMA, 


Opgelost door C. L. DOORMAN en D. POSTMA. 


Oplossing van C. L. DOORMAN. 


Punt T is bepaald, en de afstand TD ook. Punt D ligt 
dus op een bol, met TD als straal en T als middelpunt. 
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Brengen we nu een vlak V | AB door M (MA = MB) dan 
ligt D in een vlak //V op een afstand —= 4 DC. 


Fig. 4. 


De m. p. van D is dus een cirkel, waarvan het vlak 
TAB is, | 

De m. p. van TD is dus een omwentelingskegel met 
as // AB. 

Hetzelfde geldt voor TC. Hiermee is dus het gestelde 
bewezen. 


Oplossing van D. PosrTMA, Amsterdam. 


Wanneer men een der pyramiden bekend denkt, dan 
kan men de zijvlakken TAB en TCD in’t gevonden grond- 
vlak neerslaan. Het punt T beschrijft daarbij 2 cirkels, 
welke dan beide op een bol gelegen zijn. Van dezen bol 
is het middelpunt het snijpunt der lijnen AB en CD. Noemen 


BIO 


we dit middelpunt M, en stellen we den afstand van het 
punt M tot de vlakken van de cirkels door T beschreven 
Res de stralen van diemGirkels. 7, en- ro, -dan-is 
gi ri =d 

Nu is gemakkelijk in te zien, dat onafhankelijk van den 
vorm van het trapezium ABCD, #,--&, de zelfde grootte 
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heeft. Stelt men dat verschil —= a, dan geeft dit x,? + 
ri? == +H2ar, Ha? Hrs? of 
Pira 

2a 4 
waaruit dus de plaats van het punt M op de lijn AB 
ondubbelzinnig volgt. Daar nu MC == MB constant is, ligt 
dus het punt C op den bol uit M als middelpunt met MB 
als straal beschreven. Eveneens ligt het punt C op den 
bol uit T als middelpunt met TC als straal beschreven. 
De doorsnijdingscirkel van die bollen staat loodrecht op 
de lijn TM, welke lijn dus de as van den kegel TC is, 
evenals van den kegel TD. 


Lj = 


849. De raaklijn en de normaal in een punt M van een 
kromme lijn snijden de assen OX en OY in de punten T, 1%; 
N, N. De lijn door N’ evenwijdig aan OX getrokken, snijdt 
de loodlijn in O op OM in een punt P. De projectie van P op 


constant is. 
Dr. J. Rose. 


Opgelost door H. v. D. HEUVEL RIJNDERS, E. D. J. DE 
JONGH, DR. J. ROSE en J. A. WERTENBROEK. 


OX zij R. Bepaal de kromme, als 


T 


Oplossing van E. D. J. DE JONGH JR. 


De kromme zij y=f(«) en M=(x,,y;), dan is de ver- 
gelijking van OM :x, y=y; z;die van OP: zm, + yy,=0; (1) 


die van MT:y —y, =(«—a;) Gen ve 
DD 
en die. van MN: en tyd) =0 . . (3) 
Uit (8) volgt: 
d 
©, + Yi a 
ON’ ee 
dy, 
dx, 
Deze waarde, voor y gesubstitueerd in (1), geeft: 
d 
Di YitY1° En 
OR=— L, 
dy, 


x 
Ld, 


terwijl uit (2) volgt: 


We hebben nu — met weglating van de accenten — 
R d d 5 sh 
On=y (ary) rel had | )=—c (C is positief) 
2 
of (Ca? + 44°) in (C—t)ay of ( GE L )dy=C—1) Lr 


Stel 4 == 2, dan is dy =zde + adz, en dan krijgen we: 
(CH 22) (z dat + dz) =(C —1) 2d 
of ze? + Dde == (CH2°) dz en 
per Cr ze) de Ode (0) 2.d2 


x zige Dn z EE 


Derhalve le 4Cled- EU e= of 


la HOU Ola EG Ut Hy) (Ola of 


Ct Tet ty), 


hetgeen de algemeene vergelijking van de kromme is. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 

EON 1 _ sing Bend wle / 
APE 4) Pe KORN ber ONSERIG 
__ esin (u — 90°) Cn A COS DI 
PED tg s= ENEN) tg 6 (4 MOT =#, 

Za CMOS ZOM Se): 
Derhalve on =—cotutgs. De vergelijking van de 


gevraagde kromme in poolcoördinaten vindt men door op 


te lossen cotutgé=—a of zl =-—acoté (a pos.) zoodat 


log p= — alogsin 4 + C of o (sin 6)° =C. 


850. De raaklijn in een punt MM van een kromme lijn ont- 
moet in S de loodlijn op OM in den oorsprong O opgericht, 
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Bepaal de kromme, als het zwaurtepunt van driehoek OMS op 
de lijn ligt, die door M evenwijdig aan OX is getrokken. 
Dr. J. Rose. 


Opgelost door H. v. p. HEUVEL RIJNDERS, E. D.J. DE JONGH, 
DR. J. ROSE, J. A. WERTENBROEK, 


Oplossing van E‚ D. J. DE JONGH. 
De kromme zij y=f(e) en M=(w,, y‚), dan isde ver- 


gelijking van OM: ak) PR 

die van OS: ne, + yy, =O, 

en die van MS: Y — Yi zee) UL 
1 


De ordinaat van S is dan: 


en die van het zwaartepunt: }(y, + y;). 
We hebben nu de vergelijking: 
| ‚ d 
20,y, — @1° —Y,*) de 


1 in —_— 


3 mnd kj 


of — met weglating van de accenten — na kleine herleiding : 
y° Us 
(Gi +25) ay + Yda =0. 
Stel 7 —=g, dan is _ dy==ede + ade, 
en dan krijgen we: 
(1 +222) (ede + ovdz) H- zda =O 


of 2z (22 +1) de Ha (222 + 1) de =0 


ie dots A2 1) de de de en 
orde lzl H- 1) Paket Jet 


ln ilet ille? +0, 
vl ne 0 
of le Al +4! AO C, 
zoodat de algemeene verg. van de kromme is: 
vm ty)=0 


at 
Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Laat de door M getrokken lijn OS in P snijden. Dan 
moet gelden OP = {OS of otgo=—totgu. OM=0, 6 is 
de Z welke OM met OX, u de Z welke de raaklijn in M 
met OM maakt. De vergelijking van de gevraagde kromme 
in poolcoördinaten en men uit: 


/ 
tgu=—2tgd of — 7 ?2tgoof =d eots 
Dit geeft log p= — } deo of p? sin 9 =C. 


8351. Gegeven twee cirkels O, en Os. Een punt P bezit de 
eigenschap, dat de poollijnen van P t.o. van O, en O, elkander 
rechthoekig snijden. , 

Bewijs : 

J. de meetk. plaats van P is een cirkelomtrek Os. 

II. als P den cirkelomtrek Os doorloopt, dan zal de poollijn 

van P. t.o, van O, een parabool omhullen : de as dezer para-= 


.bool valt samen met de lijn der middelpunten van O, en Os en 


de topraaklijn der parabool is tevens de machtlijn van O, en Os, 
J. TUMMERS. 


Oplossing van R. GOORMAGHTIGH. 


[ì. Zijn C, en C, de middelpunten van O, en O,, dan 
zijn de poollijnen van P ten opzichte van die cirkels lood- 
recht op C,P en C,P: dus is Z C, PC, = 90°, en P beschrijft 
een cirkelomtrek O0; op C,C, als diameter getrokken. 

II. Trekken wij uit P de raaklijnen PL en PL’ aan O,; 
zijn T het snijpunt van PC, en LL/, en K en K’ de snij- 
punten van PC, en O,, dan heeft men 

IS) le Lie Oe ne. 

Daaruit volgt dat de m. pl. van T de machtlijn van O, 
en O; is, en daar C,‚ een vast punt is en /C,TL == 90° 
blijft, omhult LL’ een parabool met C, als brandpunt en 
de machtlijn van O, en O4 als topraaklijn. 


Oplossing van J. TUMMERS. 


IL, De poollijn van P to. van O, zij p‚, t. o. van O, zij 
ps. Als O, en O, de middelpnnten der cirkels zijn, zal 


PO, loodrecht staat op p,, en PO, loodrecht op ps. De 
hoek, gevormd door p, en p, is volgens de onderstelling 


recht, dus ook ZO, PO, =90°. O, en O, zijn 2 vaste pun-- 


ten, dus de m. pl. van P is de cirkelomtrek op 0,0, als 
middellijn beschreven. 
IL O,=r?4y?—r?=0(1) O,=r? +y? — an =0 (2) 
de poollijn van P t.o. van O, is gegeven door 
x / , 
Wi 


terwijl a/4’ gebonden is aan de voorwaarde 
xy? —Zar=0 (4). 
Maken we vergelijking (4) homogeen in &/y’ door 2ax’ met 
vo tYY 
yr: 
te vermenigvuldigen. Daar deze factor blijkens vergelijking 
(3) 1 is, mag dit geschieden. De vergelijking (4) gaat dan 


over in: 
/ / 
ll U Ber 141050 (SE) =0 
of wel #'?° (r? — Zar) — 2ay t'y’ + r°y'? =0. 

De voorwaarde voor gelijke wortels geeft de enveloppe 
nl. a?y? =(r? —2ax)r* =0 zijnde de vergelijking eener 
parabool. De topraaklijn heeft tot vergelijking 2ax — r? = 0, 
zijnde tevens de vergelijking der machtlijn. 


& 


Oplossing van H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


De meetkundige plaats van P is een cirkelomtrek, omdat 
de verbindingslijnen van P met O, en O,, die loodrecht 
op de poollijnen. zijn, onderling loodrecht moeten blijven. 
De poollijn, volgens bekende stelling, omhult een kegel- 
snede, als het punt een kegelsnede doorloopt. Deze eerste 
kegelsnede is hier een parabool, omdat de oneindig verre 
lijn (poollijn van O,) raaklijn is. 

Uit de symmetrie der figuur volgt, dat O,O, de as der 
parabool zal zijn, de poollijn van O, de topraaklijn, tevens 
machtlijn van O, en Os. 


852. Bepaal de reeks der geheele getallen, waarbij elk getal 


G=xr? Hy, en G*= XK? + 72, terwijl X — Y=(r — gk 


z, y, Zen Y zijn geheele getalten). J, N. VIsscHeRs. 


en 
ha 


Ss had 
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Opgelost door J. N, VISSCHERS. 


Oplossing van J. N. VISSCHERS, 
G= rt ty =laty ley) 


en t=(e ty lt (ey) == X2 JY? 
Nu is (edy) == XY 
en (2 —yW—l)t ==. 


Hieruit volgt: 
X=rt—6r?y +yt en Y=4r3y —4ay?. 
Zij nu y=e+v, dan volgt: 
X == dart — Brv + Aa? + vt 


en Y == 803 — 1200? — Av? 
of X—Y=vt= Art H 12020? + Bas 
of _— bopt —- 122? + Ss = 0, 


eene vergelijking, waaraan o.a. steeds voldaan wordt door 
Ms OUD: 

Mn de de OEE 2120, 003 dj 13, 
Xd Y2=1192 + 120? = 28561 = 134. 

=,= d, yY=b, X=—1904, Y =—1020, #2 y* =52, 
X2 + Y?—=1904? + 1920? = 7311616 = 524, enz. 

De gevraagde reeks is: 13, 52, 117, 208, 325, enz., een 
reeks van de 3de orde, 


358. ABC is eeu boldriehoek, AF, BE en CD zijn de bise 
sectrices. Te bewijzen: 
cot BD + cot AE + cot CF == cot AD + cot CE + cot BF. 
J. N. VrisScHeErs. 


Opgelost door C. L. DOORMAN, R. GOORMAGHTIGH- en 
J.N, VISSCHERS. 


Oplossing van J. N. VISSCHERS. 
sinb:sin ADC ==sin AD: sin !/, C 
sin a: sin CDB = sin BD : sin !/, C. 
Dus: sin a:sinb=—=sin BD : sin (ec — BD) 
sin a:sinb=—=sin BD: (sin e cos BD — cos c sin BD) 
waaruit volgt : 


sin b + sin a COS c 
Got BD Lb SAC 

sin a sin c 
Evenzoo: 


Oplossingen van Vraagstukken W. T, 18e Jrg, 3 


d4 


sin a + sin c COS b 


cot AE = : : 
sin b sin c 
_ Since + sinb cosa 
ot Can ite 


cot BD + cot AE + cot CF = (sin? a + sin?b + sin?c +- 
sin a sin beos ce + sinacosbsine + eosasinbsine): 
sin a sin b sin c. 
Verder heeft men : 
He AD = sin a + sin b cos c 


sin bsinc 

sin c + sin a GOS b 

cot CE = == 
sin a sin b 

sin b + sin c COS a 

cot BF = ie reen 
sin a sin c 


of: cot AD + cot CE + cot BF == (sin? a + sin?b + sin?c + 
+ sin a sin b cos c + sin a cos b sin c + cos a sin b sin c): 
sin a sin b sin c. 

Dus: cot BD + cot AE +- cot CF ==cot AD + cot CE+-cot BE. 


854. Gegeven een cirkel M,‚ en 3 cirkels M,, My; en M‚, 
welke dezen cirkel inwendig raken. Ts., en Ts. zijn de lengten 
van de gemeenschappelijke uitwendige raaklijnen van M, en M,, 
resp. Ml, en M,, terwijl P het gemeenschappelijk raakpunt is 
van M,‚ en M,. Zijn nu t, en tz de lengten van de raaklijnen, 
wit P aan M, resp. Ms; getrokken, dan geldt : 

Parren be dat J. A. WERTENBROEK. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, H. Vv. D. HEUVEL RIJNDES, 
J. A. WERTENBROEK. 


Iste Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Beschouw 5 cirkels M‚, M,, M‚,, M,‚ en M;, en de ge- 
meenschappelijke raaklijnen van die cirkels twee aan twee. _— 


Zijn de coördinaten van de middelpunten ten opzichte van 


een rechthoekig coördinatenstelsel (@, y,), (@s 42), (@3 43), 
(ws yu) en (@5 ys), dan geldt voor de lengten van de gemeen- 
schappelijke uitwendige raaklijnen van die cirkels twee _— 
aan twee: a 
Trey Hie AT NEN 
Tos? =(@2 — H3)? F (ya —Y0)? — (9 —3)E 
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Voor het product van de determinanten : 


1 DE er A HD 
En nee MAN nee Mgr kt 1 
P° Hat —r3? @3 Ha dra 1 O 
Diet Vote Ze Yar 0 
rr de Ue ele 0 
Beten dr Vage 0 


0 0 0 1 
Ze, 2, Lr otter, 


0 

| 
en — 2; — 243 — ir, Pa dyst—rg? 
1 
} 


6 e be 9 
—2rg —yg Arg Pa Hare? 
—_2r, —y, —-ór, wv, dys r,? 
BTA Bp trg? 


en Na Fe em am VI) 


kan geschreven worden: 


w 


0 j 1 1 1 1 
| 0 Atran oml ke onderd 
BEE 0 Uien sede gd 
Den AOT rj 0 CA) 
etn EDE EA ACORN AN OPS 
Aen Tere 2 edet ars 0 


Raken nu M,, M‚; en M, inwendig aan M,, en gaat M; 
in ’t raakpunt P over, dan worden T,,=Ti;=Ti4= 
Tis == Ty; =0 en Tos =te; Tos =t. 


(A) wordt dan: - 
ORG ee © oi 
Duomo 00 EE ANT 0 
PON Oden. Tot? leontes t, Ligca tlg? 
RORE Taarten ns Oy mat bo) 
BEDE 070 Bende he 
ER MNN Edas bbned 
: 0 Tes? Tos? ba? 
Ee Fs.8? 0 Es 4? t3? | ER he Els 
OET ER O OT dt 
BEER 0 0 


Derhalve: 
Trato=Toste Of Tos: Tou =tottg 
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2e Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 
S, en S, zijn de uitwendige gelijkvormigheidspunten 
van M, en M,, resp. M; en M,‚. Zooals bekend, liggen P 


en A met S,,en P en B met EN op één rechte lijn. MER 
kunnen schrijven: S,C:S,D=S,E:S, A. 


Dus: DO:AE=S,C: SIE too ao a 
Ook re DS DES Ee 
Dus: DC: FP=S,C: SP EEn NEE 
Door vermenigvuldiging van (1) Heh 8 Eat er: 

DC? DA 


| AB XTPar a Bn 
Op analoge wijze zal men vinden: 
HG? SG? 


DCE We 
Derhalve HG? == BK X TPt BE x IP ’ omdat daar P 


AE AP 
BK SBP’ 
nu PL? =PF x PA en PN? = PI X PB, mogen we schrijven : 
B Brades sk Dek Oe 


HG TPV MD ARE 


gelijkvormigheidspunt van M, en M, is Daar 


Oplossing van H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


Noem de stralen der cirkels #,,75,73,r4 en den hoek 
M, M‚ M,‚ ta. 


Uit de figuur volgt: 
Ts.4* =M; M‚? — (rs ri) == (rj fi) (ri == 


3 


—_ 2 (r, — F3) (Ff, — 4) COS a — (14 — 3) = 22, (1 — COS a) — 

— 2r, r, (l — eos a) —2r, rz (Ll — Cosa) + 2r3 1, (1 — COS «). 

E52 =PMs2— r,? =r? Hr, rg)? — Or, (jrg) COS arj = 

_—=2r,? (1 — cosa) —2r, rz (i — COS «). 

Pa? hat de er OU PANT, TEK ke 
E3* T, ee Fi T's r, Cr, Fe, 13) 


Tr, raa | PP, 


PT 
dus onafhankelijk van plaats en grootte van cirkel M,, dus 
Ts4 „ie T,, 
7 B 


955. Bepaal de meetkundige plaats van de punten, waaruit 
de raaklijnen aan 2 gegeven cirkels getrokken, eene gegeven 
verhouding hebben. 

Men vraagt een meetkundige oplossing. 

J. A. WERTENBROEK. 


Oplosing van J., A. WERTENBROEK. 


Noem de beide gegeven cirkels M‚ en M, (stralen R, 
en R,), en laat P een punt van de gevraagde meetkundige . 
plaats zijn. Breng door P cirkel M;, behoorende tot den 
bundel bepaald door M,‚ en M,. Laat de gem. machtlijn 
van deze cirkels de centraal in A snijden. Dan geldt 
PM, *—R‚? =2M,M;X AP, en PM‚*—R‚;?=2M,M, Xx AP;, 
als P, de projectie van P op de centraal is. Derhalve 
KETI is standvastig voor alle punten van de gevraagde 
meetkundige plaats. Deze meetk. plaats is dus een cirkel 
M, behoorende tot den bundel bepaald door M‚ en M,. 


2 
RE oe als de gegeven verhouding der raaklijnen =® 
Al 9 3 


Opmerking. Deze oplossing komt ook voor in: Rouché 
en de Comberousse, Traité de Geometrie. 


856. In een veranderlijken A ABC, zijn A en het midden M 
van BC vaste punten; het voetpunt D van de bissectrixe van 
LA beschrijft een rechte loodrecht op AM. Meetkundig te be- 
wijzen dat B en C' een zelfde hyperbool beschrijven. 

R. GOORMAGHTIGH. 
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Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, H. v. D. HEUVEL RIJN- 
DERS en K. SCHOUTEN. 


Oplossing van H. v. p. HEUVEL RIJNDERS. 


Trekt men in den driehoek ABC BE | AD, en verbindt 
men E met M en het voetpunt H der hoogtelijn op BC, 
dan is ME —=4(b—c) en // AC. Z EHD = / DAB daar ABHE 
een koordenvierhoek is. ZMED=/DAB=}ZA dus 
Z MED = / MHE en daardoor A MED — A MEH; ME?= MH 
x MD. Is F het voetpunt van de loodlijn uit D op AM dan 
is ook AMFD —A MHA dus MF X MA = MHX MD = 
+(b—c}?. Bij de verandering van de A blijft MF x MA con- 
stant, dus ook b—c en de meetkundige plaats van B en C 
is dus een hyperbool, waarvan A en A/ (MA = MA/) de 
brandpunten zijn. 


857. Zij H het hoogtepunt van een A ABC; D, B, F de 
punten, waar de ingeschreven cirkel de zijden BC, CA, AB 
raakt. Op AH, BH, CH neemt men van A, B, C naar H 
lengten AD’, BE', CH’ gelijk aan de straal van den ingeschre- 
ven cirkel. Bewijs, dat de cirkels op DD’, EE’, FF’ als dia- 
meter getrokken, elkander snijden in het Feuerbach-punt)(raak- 
punt van ingeschreven cirkel en negenpuntcirkel). 

R. GOORMAGHTIGH. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, H. v. D. HEUVEL RIJN- 
DERS en K. SCHOUTEN. 
Oplossing van R. GOORMAGHTIGH. 


Zij p het Feuerbach-punt van A ABC, A’ het midden der 
zijde BC, H „de voet van de hoogte AH. De ingeschreven 


cirkel en de negenpuntecirkel zijn homothetisch ten opzichte 
van p,zoodat @ D door het snijpunt P gaat van den Feuerbach- 


cirkel en den straal van dezen cirkel, die loodrechtop BC 


staat; het punt P is dus het midden van Am, van den 


negenpuntcirkel. Om nu het theorema te bewijzen, zal het 
voloende zijn aan te toonen, dat Dg D, een koorden- 


vierhoek is. Is C’ het midden van AB, zoo heeft men 


LH oD=;4H pA' =H CM=I(LB-40) (1) 


nl aka Md en 


rn Oe Ke 
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Maar DD’ en de bissectrix van ZA zijn evenwijdige 
lijnen, dus is 
LH D'D=ZH, Al=i((B—0), (2) 


indien 1 het centrum van den ingeschreven cirkel voor- 
stelt. Uit (1) en (2) leidt men af 
LH oD=2H DD, 


dus is D’H „Pe een koordenvierhoek; en ‚ het theorema is 
bewezen. 
Oplossing van H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


Zij D’D de middellijn van de ingeschreven cirkel 1. 
Volgens een bekende stelling (Mannheim) gaat dan DD’ 
door het punt van Feuerbach. De cirkel op DD’ als mid- 
dellijn, en de ingeschreven cirkel hebben punt D gemeen. 
Hun centraal loopt evenwijdig aan D’D” en het tweede 
gemeenschappelijke punt vindt men dus door uit D een 
loodlijn op deze centraal neer te laten, en deze te verdub- 
belen. Maar door ID =ID’ komt men dan op de lijn DD’, 
en dit moet dus het punt van Feuerbach zijn. 


858. De zijde BC van A ABC is onveranderlijk, en L A 
constant. Bene rechte, loodrecht op BC, snijdt de veranderlijke 
zijde AB in D; de lijn door D evenwi goag aan BC getrokken, 
ontmoet AC in M. 

De meetkundige plaats van M is een hyperbool H. Verandert 
de waarde van ZL A, dan blijft H door vier vaste punten gaan ; 
haar centrum beschrijft een parabool, een harer asymptoten 
heeft een Önveranderlijke richting, de andere omhult een parabool. 

R. GOORMAGHTIGH, 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, H. v. D. HEUVEL RIJN- 
DERS, K. SCHOUTEN en M. J. J. SIMON THOMAS. 


Oplossing van H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 
Ässen in B. X-as langs BC —= a. 
Vergelijking AB y= ma; van AC y =p (a —d). 
Veranderlijke rechte «=b. Vergelijking MD: y = mb. 
Uit de vergelijkingen ro en AC, en uit 


(lan 
x 1 aen == C(onst.) 
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worden m en p geëlimineerd, met het resultaat 
(ad-b)y — ay —e (y° + bx — ab) =0 
een hyperbool, die door de snijpunten gaat van 
(ad-b)y—axy=0 en y° + br —ad=0 
dus van het lijnenpaar y =0; #=a Jb met een parabool. 
Een der snijpunten is y,=0; @, =a een ander @ = rv, 
y2—=0 terwijl de snijpunten van x==a +b met de parabool 
imaginair zijn. 
De richting der asymptoten volgt uit: 
c(Y) +40 aus lol 
d ® 1 d c 
Een der richtingen is dus onafhankelijk van c. 
Door differentiatie van de vergelijking vindt men door 
het middelpunt 
Yo =De, Bo =ad-bH-2Cc°b | 
c elimineerend vindt men voor de M. P. van het middel- 
punt 24? — be + ab Hb? =0 een parabool. 
De asymptoten zijn y= — be en 


ybe=— (a —a —b— 2%) of Heyah eb, 


De omhullende van deze laatste asymptoot wordt gevon- 
den door c uit de vergelijking en de afgeleide naar c : y= 2bc 
te elimineeren. Het resultaat wordt dan: 

y° + Abe =4ab + 4b°, zijnde weder een parabool. 


- 


Opmerkingen van R. GOORMAGHTIGH, 


1. Men kan meetkundig bewijzen dat M een hyperbool 
beschrijft. Noemen wij w het oneindig verre punt van BC, 
bundels B, C, w de bundels gevormd resp. door de rechten 
BA, CA, DM, en puntenrij A de puntenrij gevormd door de 
punten D. Uit bekende theorema’s volgt dan 

bundel C n bundel B A puntenrij A A bundel w. 

Daar C en w vaste punten zijn, en bundel Cn bundel w, 
beschrijft M een kegelsnede. Als men de bijzondere rich- 
tingen van BA onderzoekt, vindt men gemakkelijk de on- 
eindig verre punten. 

2. Het voorgaande bewijs toont aan dat M nog een 
hyperbool beschrijft, indien de cirkel ABC door een kegel- 
„snede vervangen wordt, A door een willekeurige rechte, 
® door een willekeurig punt. 
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3. Er valt op te merken dat de hier aangeduide kon- 
structie een bijzonder geval is van de „Maclaurinsche trans- 
formatie’: een driehoek verandert zoodanig van vorm dat 
zijn zijden BC, CA, AB door drie vaste punten gaan; A 
beschrijft een kromme (K), B eene rechte ; de meetkundige 
plaats van C is de getransformeerde van (K). Hier is ADM 
de veranderlijke driehoek. 


BO he Ren de differentiaalvergelijking : 
o° Ce Lee Hd 45) 2 (w? + 3e H 4) =O. 


N. C GROTENDORST. 


Opgelost door N. C, GROTENDORST, W.C. Posr, K, SCHOUTEN 
en J. A, SPRUIJT. 


Oplossing van N. C. GROTENDORST, K. SCHOUTEN 
en W.C. Posr. 


Gemakkelijk blijkt dat y= &? eene bijzondere oplossing 
is van deze vergelijking. Wij stellen daarom y= &?z 
waardoor de vergelijking zal overgaan in een differen- 
tiaalvergelijking in & en z, waarin z ontbreekt. 


Men vindt: 
EN an 
Hierin ds =p stellende, vinden wij verder: 


Eje 


Pe p (a 
log E= xr loe ae —2 log (r +1) 
EE OE EP KO 
Oe Gn ee 


en derhalve voor de algemeene oplossing der gegeven 


dp Ca? e” 
vergelijking Eeen 1 Cx? 
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Oplossing van J. A. SPRUIJT. 


De vergelijking is te schrijven in de gedaante 


arn [etste | ed ar) | 


WI 4 Ay 
die door de-suhstitutie. ne te 
Nep. 
overgaat in Ei 
ett 
ne ee da, 
Door integratie vindt men 
Y 
en” 
Oe DE 
De lineaire differentiaalvergelijking 
UD, ze REN a 
TA CSE 


levert alsdan, na integratie Neh bekende methode: 


560. Zn een cirkel heeft men twee gelijke evenwijdige koorden 
getrokken AB en CD; een willekeurig punt P op bg ACis met 
B en D, en een willekeurig punt Q op bg BD met A en 
vereenigd. De vereenigingslijnen geven twee snijpunten E en F. 
Te bewijzen dat EF door het middelpunt gaat. 

L. E.A. T TERSHANDE 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, L. E. A. T. TER HAAR, 
H. v.p. HEUVEL RIJNDERS, K. SCHOUTEN en C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van L.E A. T. TER HAAR. 


Vereenigen we P nog met C, en Q met D, dan zijn  BPC 
en ZAQD recht; richt men in C en D loodlijnen op PC 
en QD op, die elkander in G snijden, dan zullen alle lood- 
lijnen op PC en QD, waarvan de voetpunten K en L zoo- 
danig gelegen zijn dat CK: PK =DL:QL de lijn GE in die 


tn 
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zelfde verhouding verdeelen, en elkander dus in die lijn 
snijden. Dit nu is het geval met de loodlijnen uit F daar 


A PCF AQDFEF is, en die uit M daar ze PC en QD mid- 
dendoor deelen. F en M liggen dus op GE. 


Oplossing van R. GOORMAGHTIGH. 


Zijn Ren S de punten (BC, AQ) en (AD, QO), dan heeft 
men D(QAPC) n B (QAPO), (QSFC) n (QAER). 

Daar deze twee puntenreeksen een gemeenschappelijk 
element hebben, snijden de lijnen BC, AD, EF elkander in 
één punt. Vermits BC en AD door het middelpunt gaan, 
is de stelling bewezen. 

Dit bewijs toont aan dat, indien AB en CD twee wille- 
keurige koorden in den cirkel zijn, de lijn EF door het 
snijpunt der lijnen AD, BC gaat. 


Oplossing van K. SCHOUTEN. 


De rechten AD en BC zullen elkander in het middelpunt 
van den cirkel M snijden, terwijl de AA AMB en CMD 
congruent zijn. Nu is / BAQ =/ BCQ en / ABP =/ ADP. 
Leggen we nu A AMB op A CMD, zoodat C in A en Din 
B komt, dan valt CF samen met de isogonaal verwante 
rechte van AE ten opzichte van / BAM. Eveneens valt 
DF samen met de isogonaal verwante van BE ten opzichte 
van ZABM. De rechte FM zal dus samenvallen met de 
isogonaal verwante van EM ten opzichte van Z AMB. 
Maar dan is /DMF =/ AME, d.w.z. EM en MF vallen in 
elkanders verlengde. Dus gaat EF door het middelpunt. 


Opmerking van H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


Deze eigenschap is niets anders dan de stelling van Pascal, 
toegepast op den ingeschreven zeshoek ADPBCQ, en geldt 
dan ook voor iedere kegelsnede 


861. Gegeven twee cirkels O, en O,, die door een derden 
Os gesneden worden; O, in A en B, O, in Cen D. Men vraagt 
op Oz een punt te bepalen, zoodanig dat als men van daaruit 
rechten trekt door B en C, de tweede snijpunten E en HF met 
de cirkels O, en O, liggen in een lijn evenwijdig aan BC. 

LE. A. T, TER HAAR. 
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Opgelost door L. E. A, T. TER HAAR. 
Oplossing van L. E. A, T. TER HAAR, 


Stellen we het vraagstuk opgelost (fig. 1), dan moeten we 
hebben, daar BC // EF is: 


EBER erp 


Wanneer we nu in B en C loodlijnen op PE en PF op- 
richten, dan zien we, dat die elkander snijden in H van 
cirkel O;, en de lijnen, die de middelpunten der cirkels 
verbinden, d.i. M‚M, en M‚,M,, in diezelfde verhouding 
verdeelen in K en L. Trekken we nu uit M,‚, en M, 
lijnen evenwijdig aan die loodlijnen, die elkander in G 
snijden, dan is /M,GM, = /KHL, terwijl G, H, M; en 
het gevraagde punt P in een rechte lijn liggen. Brengen 
we dan door M,‚, G.en M, een cirkel O,, dan hebben 


we nog de volgende vraag te beantwoorden (fig. 2) 


(hierin stellen dezelfde letters hetzelfde voor als in fig. 1, 
de lengteverhoudingen zijn echter, om haar duidelijker te 
maken, eenigszins anders genomen): Gegeven twee cirkels 


Fig. 1. 


Os en O,, op elk daarvan een punt M, en B; uit het 
middelpunt M, een lijn te trekken, die de cirkels in H en 
G snijdt, zoodanig, dat HB // GM, is. Denken we dit weder 
opgelost en van uit V, het uitwendig gelijkvormigheidspunt 
der cirkels, lijnen door H en B getrokken, die cirkel 
O, in N en Q snijden, dan is NQ // BH // M‚G, dus 
ZNM,M,=/4@QM,G, en daar M‚H // M‚,Q is, is Z M‚GM; 
—=NM,M,, welke laatste bekend is. 


SE in, 
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We hebben dus de volgende 

Constructie: Beschrijf een cirkel O,, gaande door M,‚ en 
M,, zoodanig, dat M‚M, een gelijken hoek onderspant als 
BC in cirkel O,. Bepaal van cirkels O, en O, het uit- 


Fig. 2. 
wendig gelijkvormigheidspunt door stralen M‚a en M‚b 
| M‚M‚R, dan geeft ab verlengd V; trek VBN, maak 
bg ac—=bg M‚N, dan ligt het middelpunt M, van den cirkel, 
die door G, M,; en M,‚ gaat, in de lijn M‚c en de loodlijn 
op ’t midden van M‚Ms. 

We hebben dan G, terwijl GM; verlengd P geeft. We 
vinden dus twee punten. Hierbij valt op te merken, dat 
N en G beide binnen of beide buiten M,‚ en R moeten 
liggen, en dus ingeval N aan de andere zijde van M, 
valt, ook het middelpunt M; van den gezochten cirkel aan 
de andere zijde van M‚R moet genomen worden, 

7 
EE 

862, Bereken u = | log (sin «) dae (ÉULER) 

0 H. JANSSEN JR. 


Opgelost door H. JANSSEN JR, W.C. Post, J. DU SAAR, 
K. SCHOUTEN, S-C. VAN VEEN, DR. L. U. H. C. WERNDLY. 


p 
Oplossingen van H. JANSSEN JR, J. DU SAAR, K. SCHOUTEN, 
W.C. Post. 


2 | 
le Oplossing. u | log (sin #) dx, 
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Volgens de definitie van bepaalde integraal 
T= B (@ag— Hopa) for) 
is 
Deme 2 [log sin 5. sian log sing, OE. log tn + 
AS 


—1) zr 
aes Aloe s Ls |. 


Volgens de stelling van Cotes: 


te 
EE =etoos E +12 cos +1) RA: 
‚ (z? icon ae +1) 
is, wanneer men z tot 1 laat naderen: 
n=(2— 2 eos.) 2-20 LAN 
n n n 
1 £ 27 cos 
ie (L— eos …) (1 — cos eef …… (l— cos 5 ) 
KJ EE a a Oe 
ee sin om sin on sin ont nch sin BOE 
dus 


Es ver ker E — 
log sin Im + log sin on + log sin +... log sin ot 


2n 
_ logn—?2(n—l1l)log2 
Tr A 


Hieruit volgt: 
z logn—2(n—1)log 2 


; zr 
u=lim De RE A 5 log 2) = 5 log 4. 


1D 


mike © 


2e Oplossing van H. JANSSEN JR. en S. C. VAN VEEN. 


7E 


2 
d 


Bepalen we I= | ; TPS waarin a > 0. 
0 


Et EEV 
2 tg? x ’ 
Stel tgv =y, dan wordt de integraal 


e ©) e ©) 
Ee RA ED OD, 
(Ay) Hat gy?) T 1? hct 


kt 
ni 


a jj UU EE 
ST ber! 1 Ha?y?  2(1—a?) 2(l—a?)  2(1+a) 
0 
Dan is 
Zed 
Den 2 a 
dae 4 | da __F jog (l + 1 
| aa ram =s) ijs Pet) (1 
Za), 0 
Ook is 
út Ee 
Mae 2 2 d 
[aa | da me | tgada 
4 1Ha?tg?e TJ tg J1l+4a?tg2r= 
0 0 0 0 
5 
=| HEECED zo, qu 
sx 
0 
Rl 
2 


bg tg (a tg ) Dn log (1 +a) (zie (1). 
tg 7 2 


Stel nu a—= 1, dan is 


bg tg (tg x) jet hd 
Beten lige 2 A UA EG 


Ook blijkt door partiëele integratie : 


2 Ered 
7 xda 2 s 

zm —= E log sin ze), — foe sin © dx. 
0 0 


De eerste term is nul, dus is 
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| log sin x de = — Slog2=j lo ed. 


3e Oplossing van H. JANSSEN JR, W. C. Posr en 
S. C. v. VEEN. 


mr 


4 daj 
2 2 2 
= | log sin od = | log 2 de + [tog sin de + 
0 0 


2 
+ Í log COS 5 5 da. 
0 


Stellen we in de 2e integraal 5 =y en in de derde in- 
tegraal # == —2y, dan wordt: 


7 MT 
4 ä 
== 5 log 2 +2 | log sinydy —?2 | tog siny dy 
0 z 
2 
E ae 
2 2 
| log sin © de = 5 Z log2 42 Ee hees. 
0 
waaruit dadelijk : 5 
( 
2 


| tog sin a de — — ij log 2=5 log 4. 
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